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Resumen—Una poblacién diploide, cerrada, panmictica y que admite un modelo de crecimiento malthusiano es compartimentada segin
su genotipo, para un locus en especifico, en tres subpoblaciones: dos homocigotas y una heterocigota. Bajo el supuesto de que la poblacién
se extrae alternando tiempos constantes de veda con instantes de captura comparativamente mas cortos, se modela impulsivamente las
frecuencias genotipicas de cada subpoblacién, suponiendo que cada genotipo expresa una caracteristica fenotipica que diferencia las tasas
de mortalidad por captura. A partir de este modelo se obtienen resultados respecto de la distribucién genotipica a largo plazo.

Palabras clave—distribucién genotipica, mortalidad diferenciada, ecuaciones diferenciales impulsivas, modelo matemético genético

Abstract—A diploid, closed, panmictic population that supports a Malthusian growth model is compartmentalized according to its ge-
notype, for a specific locus, into three subpopulations: two homozygous and one heterozygous. Under the assumption that the population
is extracted by alternating constant closure times with comparatively shorter capture instants, the genotype frequencies of each subpopula-
tion are impulsively modeled, assuming that each genotype expresses a phenotypic characteristic that differentiates the mortality rates per
capture. From this model, results are obtained regarding the long-term genotypic distribution.

Keywords—genotypic distribution, differentiated mortality, impulsive differential equations, genetic mathematical model

INTRODUCCION uno de los principales factores que influyen en la pérdida
de variabilidad genética es la seleccidon (no necesariamente
natural) que favorece a los individuos més aptos, e implici-
tamente a su informacion genética, pudiendo esta dltima ser

transmitida (como alelos y siguiendo las leyes de la genética

l a variabilidad genética y la pérdida de biodiversidad re-
sulta un tema de particular interés para bilogos y ge-
netistas que enfocan sus esfuerzos en la conservacion -ver

Allendorf y Luikart (2007)-. Es asi como una gran cantidad
de estudios han puesto su atencién en la diversidad genéti-
ca de poblaciones concretas y proponen, o buscan poner a
prueba, distintas estrategias de manejo, con el fin de que el
acervo genético de la poblacion, y con ello su diversidad, se
mantenga, o se recupere -ver Benevides et al. (2014); Leary
et al. (1993); Li et al. (2013); Siler et al. (2014)-.

En cuanto a la conservacién de la biodiversidad a nivel
genético, ya es sabido -ver Gonzdlez y Mena (1994)- que

mendeliana) a las generaciones siguientes en mayor propor-
cién que la que es propia de los individuos menos aptos -ver
Templeton (2006)-.

El presente trabajo tiene como objeto de estudio una po-
blacién, que consideraremos como un recurso natural auto-
rregenerativo, la cual es capturada y extraida periédicamente,
a intervalos constantes y muy breves de tiempo. La variabi-
lidad genética se expresa a través de las frecuencias geno-
tipicas, y se estudia su comportamiento al paso del tiempo,
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considerando la explotacién de este recurso como un proce-
so de seleccidn, en el sentido evolutivo, tal como se plantea
en Beacham (1983); Ricker (1980, 1982), y donde se esta-
blece, ademads, que el método de extraccién puede facilitar
la captura de ciertos individuos que manifiestan determina-
das caracteristicas fenotipicas, convirtiéndose en un tipo de
seleccion que favorece a los individuos que son mds dificiles
de capturar, o que son descartados por el método empleado
para llevar a cabo la extraccién.

Los procesos de pesca son un muy buen ejemplo de la si-
tuacioén que se busca describir. En ellos, el método usado en
el proceso de pesca puede ser mdas efectivo en algunos in-
dividuos que en otros, en funcién de ciertas caracteristicas,
particularmente relacionadas con el tamafio.

En Hindar et al. (1991); Silliman (1975); Sandlund y Naes-
je (1989) se pueden revisar ejemplos de diferentes poblacio-
nes de peces que experimentan cambios en su variabilidad
genética a causa de los procesos de captura y su manejo.

En la bisqueda de la simplicidad del modelo matemético
que se establecerd, se supondra que el proceso de extraccion
tiene dos escalas de tiempo diferentes. Por un lado, un inter-
valo de tiempo sin capturas (por ejemplo, una veda), donde
la poblacién aumenta naturalmente y, por otro lado, un breve
periodo de cosecha que se modela como un pulso -ver Cérdo-
va et al. (2012)-. Para la primera escala, el crecimiento de la
poblacion se modela mediante un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, considerando para ello las frecuencias
genotipicas, mientras que, dado que las capturas tienen una
duracién considerablemente mds corta, los instantes en que
esta se lleva a cabo serdn considerados pulsos (a intervalos
constantes de tiempo) dentro de la dindmica. Esto determina
un segundo sistema discreto de ecuaciones, el que definird
la segunda escala de tiempo. Por los tanto, la dindmica de
las frecuencias genotipicas se modelard mediante el acopla-
miento de los dos sistemas de ecuaciones que acabamos de
mencionar, es decir, se modelard mediante un sistema im-
pulsivo -ver Haddad et al. (2006); Samoilenko y Perestyuk
(1995)-.

EL MODELO

Consideremos una poblacién cerrada, diploide y panmicti-
ca, que obedece a un modelo de crecimiento maltusiano. Las
letras A y a denotarédn los dos posibles alelos para un locus
especifico dado, sin que esto implique, necesariamente, que
existe algin tipo de dominancia entre ellos. De esta mane-
ra, es posible compartimentar la poblacién en tres tipos de
individuos por genotipo para el locus en estudio: AA, Aa 'y
aa.

Las funciones P (t), Paq(t) ¥ Paq(t) representan las abun-
dancias de las respectivas subpoblaciones genotipicas en el
instante ¢. Por lo tanto, P(¢) = Py (f) + Paa(t) + Paq(t) co-
rresponde a la abundancia de la poblacion total.

Las frecuencias genotipicas -ver Templeton (2006)- co-
rresponden a la proporcion relativa de los genotipos exis-
tentes en una poblacién, es decir, Paa(-)/P(-), Paa(-)/P(-)
y P.u(+)/P(-), que denotamos respectivamente por x(-), y(-)
y z(+). Notemos que x(¢) + y(¢) +z(t) = 1 para todo ¢.

De manera similar, las frecuencias alélicas son las fre-
cuencias de cada alelo especifico, respecto del conjunto de
posibles alelos para un locus dado -ver Templeton (2006)-.
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TABLA 1: PROPORCION DE DESCENDIENTES PERTENECIENTES
A CADA SUBPOBLACION GENOTIPICA

Tipo \ Apareos \ AA \ Aa \ aa ‘
AA x AA (CI/P)PAAPAA 1 0 0
AA X Aa (q/P)PAAPAa 1/2 1/2 0
AAxaa | (q/P)PssPia 0 1 0
AaxAA | (q/P)PraPas | 12| 1/2| 0O
AaxAa | (q/P)PaaPag | 1/4 | 1/2 | 1/4
Aaxaa | (q/P)PsgPaa | 0 | 1/2 | 1/2
aaxAA | (q/P)PiaPasa | O 1 0
aaxAa | (q/P)PuPia | 0 | 1/2]1)2
aaxaa | (q/P)PyyPuy 0 0 1

Si fa(t) y fa(t) son las frecuencias alélicas para los alelos
Ay a, respectivamente, en el instante ¢, entonces es posible
calcularlas como:

Jalt) = x(0) + 5y() = 5 (x(1) + 1= 2(r))
Ja(t) =2() + 3(t) = 5 (2(1) + 1 = x(1)),

Claramente, f4 y f, tienen valores en el intervalo [0, 1], y
suman la unidad.

D

Abundancia de las subpoblaciones genotipicas

Dado un par de progenitores en la poblacion, los indivi-
duos de su progenie pueden formar parte de cualquiera de los
grupos genotipicos AA, Aa o aa que se estdn considerando,
en funcion de las leyes de Mendel -ver Templeton (2006)-.

La Tabla 1 resume un método de conteo que nos permite
distribuir a los descendientes entre los subgrupos genotipicos
descritos, dependiendo del subgrupo de sus padres, donde
g =p/2, con p el nimero de apareamientos en los que puede
participar un individuo.

Con base en la Tabla 1, es posible calcular el nimero de
apareos que generan descendencia con algtin genotipo dado.
Denotemos por ha4 (respectivamente hg, 0 hy,) al nimero
de apareos que generan descendientes de genotipo AA (res-
pectivamente Aa o aa). Asi,

! 1,
7PAAPAa+ZPAa )

q 2 1
haa = — | Pis + =PaaPag +
AA P(AA ytaalaat 5

que, usando (1), se puede reescribir como
q 1 2
han =4 (PAA - 2PM> = qfiP. 2)

De manera andloga, obtenemos

1 1
]’lAa - %2 (PAA + 2PAa> (Paa + ZPAa) = Z‘IfAfaP (3)

1 2
haa = (Paa + 2PAa) = Qfazp' (4)

1
P
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Luego, si v es el nimero promedio de descendientes por
apareamiento y U es la tasa de mortalidad natural de la pobla-
cion, entonces el niimero de individuos incorporados a cada
subgrupo genotipico, por unidad de tiempo, sera:

Pia(t) = Vhaa(t) — uPaa(t),
Pia(t) = Vhaa(t) = uPaa(t), 5)
Pciu(t) = Vhaa(t)—,upaa(l‘).

Reemplazando (2), (3) y (4) en (5), y definiendo ot = v - g,
se da lugar al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Pt = afi(P(t)  —uPu(r),
Pf/\a(t) = zafA(t)fa(t)P(t) _IJPAa(t)7 (6)
Foat) = afi(OP()  —pPu(0).

Nétese que a partir del sistema (6), obtenemos P’ = P, , +
Py, + P, = (a— )P, lo que da cuenta del cardcter maltu-
siano supuesto para la abundancia de la poblacion.

Frecuencia de las subpoblaciones genotipicas

Nos interesa conocer cémo varian en el tiempo las frecuen-
cias genotipicas de la poblaciéon. Como x(-) = Pya(-)/P(-),
tenemos que P%(¢)x'(¢) es igual a Py, (t)P(t) — Paa(t)P'(t),
t > 0. Sustituyendo P; , por la primera igualdad en (6), obte-
nemos que x'(t) = of;(t) — ax(t). Y procediendo de forma
andloga para y(-) y z(-), se obtiene el sistema:

a[fz () —x()),
Y() = al2fa)fa(t) =y@)], ()

@) = alfz()—z0)],

donde f4(+) y fa(+), como funciones de x(-), y(-) y z(+), estdn
dadas por (1), mientras que « es la constante definida en (6).

X() =

Un modelo para la captura diferenciada por genotipo

Como se explicé anteriormente, la poblacion supuesta se
considera como un recurso de consumo humano. Una parte
de ella es capturada en instantes que forman una secuencia
uniformemente distribuida, por ejemplo, lo que ocurre con
una poblacion de peces cuya captura y extraccién se hace en-
tre cierres consecutivos de igual duracién (vedas). En aten-
cién al modelo matemadtico final que se busca establecer, su-
pongamos que el nimero de individuos capturados por uni-
dad de tiempo es diferente para cada una de las subpoblacio-
nes genotipicas, Psa, Paq V Pug, entendiendo que cada genoti-
po expresa una caracteristica fenotipica que facilita o dificul-
ta la captura. Se pueden encontrar algunos ejemplos de esta
situacion en Smith (1994).

Consideraremos las siguientes hipdtesis:

(a) Captura impulsiva entre vedas: supondremos que las
capturas ocurren en momentos que forman una sucesion
creciente de instantes {f; } igualmente espaciados, es de-
Cir, tp11 —t = T, para algiin T > 0 y para cada k > 0.
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Los tiempos de captura asi definidos (a intervalos cons-
tantes de tiempo), obedecen a razones de conservacion,
pues permiten entregar al recurso extraido algin espa-
cio de tiempo en el cual recuperarse, y, por otra parte, a
razones econdmicas, que estdn relacionadas con la ne-
cesidad de capturar determinadas cantidades del recurso
en tiempos breves. Algunos trabajos que desarrollan la
necesidad y el sentido de una captura de este tipo son:
Clark (1990), Cérdova y Pinto (2002), Cérdova et al.
(2012).

(b) La Hipdtesis de Schaefer: en cada subpoblacién genoti-
pica, con capturabilidad diferenciada, asumimos que la
extraccion por unidad de biomasa es proporcional al es-
fuerzo de pesca ejercido en cada instante de captura. El
esfuerzo de captura se denota mediante el pardmetro E,
y corresponde a un indicador de los insumos del proce-
so de produccién, que es comun a toda la poblacién y
que se diferencia en cada subpoblacién genotipica uni-
camente por la capturabilidad de cada una de ellas -ver
Clark (1990)-.

Con base en estas hipdtesis, obtenemos que en la k-ésima
extraccion, el nimero de individuos de cada subpoblacion
genotipica, inmediatamente después (esto es, en el limite a #;
por la derecha), viene dado por:

Paa(ty) = (1-qiE)Paa(n),
PAa(t]j) = (1_q2E)PAa(tk); (8)
Pu(tf) = (1—=q3E)Pia(ti),

donde cada coeficiente g;, i € {1,2,3}, se interpreta como
una medida de la capturabilidad (determinada por las carac-
teristicas fenotipicas que cada genotipo manifiesta) de los in-
dividuos con genotipo AA, Aa y aa, respectivamente. Asi,
q1EPas(t;) corresponderd al nimero de individuos perte-
necientes a la subpoblacién genotipica Ps4 que son captu-
rados en el instante 7, de modo que Pua () = Paa(tx) —
QL EPaa(ty) = (1 — g1 E)Pya(#). De manera anéloga, obtene-
mos expresiones para Paq(1;") y Paa(t;}).

Teniendo en cuenta lo anterior, tenemos que P(z;) = (1—
G E)Paa(tx) + (1 = q2E ) Pag(tx) + (1 = g3 E) Pag(tx). Y cuando
q=q1 = q> = g3, tenemos P(1") = (1 —qE) P(t), que da
cuenta de la version estdndar de las hipétesis de Schaefer,
recientemente explicadas.

Ahora, introduciendo el cambio de variables x(-) =
Paa(:)/P (), y(-) = Paa(-)/P(-) y 2(-) = Fua(-)/ P(:), obtene-
mos

x(t5) = Q1 x(t) /{Q1x(t) + Qay(tx) + Q32(16) },
y(t,7) = Qo y(1) /{01x(1x) + Qay(tk) + Q3z(tk)},  (9)

2(67) = O32(tx) /{ Q1x(tx) + Q2y(1x) + O32(1x) }

donde Q;, = 1—Q;E, i € {1,2,3}. Las expresiones ¢;, i €
{1,2,3}, son conocidas como coeficiente de capturabili-
dad. Por lo tanto, vamos a nombrar a cada expresién Q;,
i €{1,2,3}, como coeficiente de resistencia a la captura, que
puede interpretarse como una medida de la poblacién que no
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es capturada, y que por ende permanece luego del proceso
de captura. Claramente, Q; € [0,1], para todo i € {1,2,3},y
su valor depende unicamente del coeficiente de captura g; y
el esfuerzo de captura E. En términos de este coeficiente de
resistencia a la captura, se presentaran los principales resul-
tados de este trabajo.

Las expresiones en (9) representan las frecuencias genoti-
picas para cada genotipo del locus de interés en el instante
t,j , es decir, exactamente después del proceso de captura y
retiro. Después de este instante, la dindmica estd definida por
el sistema ordinario (7), hasta el instante ;| donde se vuelve
a llevar a cabo el proceso de captura.

Los pares de ecuaciones (6)-(8) y (7)-(9) son ejemplos de
ecuaciones diferenciales impulsivas a tiempos de impulso fi-
jos.

Notemos que existen modelos de pesqueria impulsivos en
que los tiempos de impulso no estdn predeterminados -ver
Castro-Santis et al. (2016)-.

RESULTADOS PRINCIPALES

Una técnica utilizada para estudiar los sistemas impulsi-
vos, es considerar algiin mapeo estroboscOpico discreto aso-
ciado. A partir de la dindmica de este mapeo, es posible ana-
lizar e interpretar la dindmica del sistema impulsivo original.
Para entender el efecto que tienen las capturas en el siste-
ma (7) - (9), queremos encontrar un mapeo estroboscopico
que vincule el valor de una solucién (x(-),y(+),z(:)), en un
instante #;, con su valor en el tiempo sucesor ;.

Para lo anterior, es necesario considerar los siguientes re-
sultados preliminares:

Lema 1 Las frecuencias alélicas fa(-) y fa(), definidas en
(1), son constantes como funciones del tiempo.

Demostracion 1 Sabemos que fa(t) = x(t) + (1/2)y(¢), t <
0, ver (1). Entonces fy(t) = x'(t)+ (1/2)y'(t). De las dos
primeras igualdades en (7), obtenemos:

J3(0) =x(6) + 5 (2fat) fult) = (1))
J3@O) + fa(0) fa(t) = (x(t) + 53(1))
Ja(0)(fa(t) + fa(t)) — fa(t) =0.

a filt) =

Por lo tanto, se concluye que f4(-) es constante y, por ende,
Ja(+) también es constante.

Nota 1 El Lema 1 ofrece una demostracion alternativa al
primero de los resultados que forman parte del denominado
principio de Hardy-Weinberg -ver Templeton (2006)-.

Lema 2 La solucion (x(t),y(t),z(t)), t >0, de (7), con con-
dicion inicial igual a (xo,y0,20), viene dado por:

ff(l —e M) 4 xpe” M,
2fafa(l—e= %) 4 yoe~ ™, (10)

F2(1—e %) 4 z9e~ .

ROJAS-CASTRO et al.

Demostracion 2 Notese que, haciendo uso del Lema 1, las
expresiones en (7) corresponden a un sistema diferencial de
tres ecuaciones lineales no homogéneas y desacopladas, con
coeficientes constantes. Por lo tanto, su solucion es inmedia-
ta.

Nota 2 Observemos que sit — oo, obtenemos asintoticamen-
te el segundo resultado planteado en el principio de Hardy-
Weinberg -ver Templeton (2006 )-.

Ahora, considerando estos dos resultados, podemos buscar
el mapeo estroboscépico descrito anteriormente. Por (10),
parat € (tg,t;11], tenemos:

x(t) = (x(tk*) + ;y(t:)>2 (1 _efa(tfrk)) _|_x(t]j)efa(lftk).

Evaluando en ¢ = 1, e identificando u; = u(t;), u;“ =
u(tj*), para todo j >0y u € {x,y,z}, obtenemos:

1.\? _ _
Xpr1 = (x]thzy;) (l—e ‘”) +x]':e T (11

Considerando las expresiones como (11) para las variables
Yy z, y ademads los pulsos definidos en (9), se tiene que:

X1 OF = (Quxx+ 500yi) (1 — e *7) + Qrxy0pe 7,

2(Quxi+ 502yi) (Qazk + 3 Qoyi) (1 — e 7)
+Qaykore 7,

2 _
Yk+1 O, —{

2107 = (O3 + 2 0oyi)* (1 — e~ %7) + Q324006 %7,
(12)
donde oy = Q1x; + Qoyi + Q32k, k > 0.
Ahora, usando yg| = 1 — X341 — 241, €l sistema (12) se
puede reescribir con una dimensién menor como:

Y1 = Flu,z),
{ Zk+1 = G(xlﬁzk)v (13)
donde F,G : A — A estan definidas por:
1 (201 — Q)+ Oo(1-z)  \? 1
) i\@—omr@-ovare:) 'Y
F(x,7) = 1= 02)x; sz 2)z+ 0o
1
- (01— 0%+ (03— 0+ 02 ) I
1/ (205 —0)z+ 0a(1 —xx) 2(] )
Glxz)={ * (Ql*Qz)Xk+Q(Q3*Q2)Zk+Q2
3%k
- (01— 0)m+ (03— 0+ 02 ) 7
(14)

con A={(x2)/x>0,z2>0,x+z<1},p=e*Tyr=
ler1 — Ik

Claramente, el mapeo (13) estd bien definido. Como x; +
Yk + 21 = 1, para todo k > 0, es muy sencillo demostrar que
F(x,2) >0, G(x,z) >0y F(x,y) + G(x,y) < 1.

Ahora bien, observemos que para cada punto P(x*,z*) € A,
es posible asociar la linea:



REVISTA DE MODELAMIENTO MATEMATICO DE SISTEMAS BIOLOGICOS - MMSB, VOL. 1, No. 2, diciembre 2021

7{ b

Figura 1: Ejemplo de la relacién entre la dindmica bidimensional
{(xx,2x) }x>0 y 1a dindmica unidimensional {by }z>0

L:z=x+b(x*z"), where b(x*,z")=7"—x". (15)
Es decir, la recta de pendiente unitaria que contiene al pun-
to P, y cuya interseccion con la ordenada z es el punto
(0,b(x*,z").

Asf, dada una trayectoria {(x,zx) }x>0 definida por el ma-
peo (13), y habiendo definido que by = b(x,z;) para cada
k > 0, podemos considerar las rectas paralelas:

Ly:z=x+br y Liy1:2=x+bys.

Entonces, basado en (15) y (14), obtenemos que by = 7 — Xz,
mientras que

Q37 — O1x;
01— )+ (03— 02)ue+ 02

byt = Zkr1 —Xkr1 = (

dando lugar a la sucesién de interceptos {by }r>0, cuyo com-
portamiento nos permitird estudiar la dindmica definida por
el sistema (13), a partir de una dindmica unidimensional, co-
mo se muestra en la Figura 1.

En orden a cumplir este objetivo, consideremos el siguien-
te lema:

Lema 3 Considere la funcion ® : A — R definida por:
D(x,2) = (03— 02)z(1 —z+x) — (Q1 — Q2)x(1 —x+72)
(16)
Entonces, dado {(xi,z)}k>0 una trayectoria de (13), se

afirma que:

(i) bry1 > by, siy solo si ®(xg,z;) > 0.
(ii) bry1 < by, siy solo si ®(x;,z) <O.

(iii) Si (x*,Z*) es un punto fijo de (I13), entonces
cp(x*’zast) —0.

Demostracion 3 Siendo {(xx,zx)}k>0 una trayectoria de
(13). La diferencia by, — by se puede calcular como
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b1 — by

_ Q32 — Q1% A
(01— 05+ (03— 0z + 0, v 7*
_ @35 — Qi — =X [(Q1 — Qo) xi+ (93 — @)z + O
(01— 02)x + (03— Q2)z + 02

(03— 02)zx — (Q1 — Q2)x — (2—x) [(Q1 — O2)xi + (03 — 02) %]

(01— 02)xk+ (03— Q2)zr + 02

(03— 02)zi(1 —zk +xi) — (Q1 — Q2 )xe (1 — e +2)
(01— 02)xk+ (03— Q2)z + 02 '

Luego, usando el hecho de que (Q1 — Q2)x; + (03 —
02)zi+ Q2 es igual a Qi x + Q3zx + Qa1 — xx — 21), y que
es positivo para todo k > 0, resulta sencillo demostrar que
el signo de ®(xi,z;) = (03 — Q2)z(1 — 2% +x) — (Q1 —
02)x (1 —xi +z¢) es el mismo signo de by — by, para cada
par (xy,zx) en la trayectoria de (13). Por lo tanto, se deducen
los puntos (i), (i) y (iii) del Lema 3.

Igual capturabilidad para todas las subpoblaciones
genotipicas

Supongamos que la estrategia de extraccién no hace nin-
guna diferencia en la capturabilidad de los individuos, siendo
igualmente probable capturar a cualquiera de ellos, indepen-
diente del grupo genotipico al que pertenece. Es decir, incor-
poramos al sistema (13) el supuesto de que g; = g2 = ¢3.
Este hecho es equivalente, en términos de los coeficientes de
resistencia de captura, a suponer que Q1 = Q» = Q3. Utiliza-
remos este tltimo hecho, con el fin de facilitar el cdlculo y
la interpretacién de los resultados que se obtendran. De esta
manera, el sistema (13) se puede reescribir como:

1

Xer1 = Z(xk+1_zk)2(1_P)+kaa
(17)
1
Gl = Z(Zk+1_xk)2(1_P)+PZkP7

obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 1 Supongamos Q1 = Q» = Q3. Entonces, dada una
condicion inicial (xo,z0), cada solucion (x(t),z(t)), t >0,
del sistema (13) satisface que fs(-) y fa( cdot), definidas en
(1), son constantes. Ademds x. = (f1(0))? y 7o = (f4(0))?,
donde el subindice = indica el limite cuando k — +oo.

Demostracion 4 Usando el resultado expuesto en el Lema 1
tenemos que en cada intervalo (ty,t;11], k > 0, las frecuen-
cias alélicas son constantes. Ademds, usando (1), tenemos
que:

falt) =3 (at1-50) and falt) = 5 (1),

Entonces, el sistema (17) se puede reescribir como:
1 = frw)(1=p)+ px,
(18)

a1 = frw)(1—p)+pz.
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Pero, haciendo uso de las igualdades expuestas en este
lltimo sistema, podemos notar que para todo k > 0 se cumple
que:

1
faltiyr) = 3 X1 +1—2x41]

LR -p)+ p+1

:{2

—f2 () (1= p) — (zx)p]
= U= ~ falt) + 11+ i)

= (I=p)falte) + falte)p

= falt).

De manera andloga, es posible probar que f,(tiy1) =
fa(tx), para todo k > 0. Es decir, las frecuencias alélicas
son constantes en la sucesion {t; }>o. Luego, definiendo las
constantes fx = fa(0) y fo = f2(0), el sistema (18) se puede
reescribir como:

xepr = fi(1=p)+px,
19)
= fi(1=p)+pz.

Ast, resolviendo cada una de las ecuaciones en diferencias
que forman parte del sistema (19) obtenemos:

Tk+1

xe o= (1=pNf7+xp",

(1= p")f2+z00".
Para finalmente, calculando el limite cuando k — o0 (0 <
p < 1), demostrar el Teorema.

ik =

Nota 3 El resultado probado en el Teorema 1 implica que,
si no hay diferencia en la resistencia a la captura entre ca-
da subpoblacion genotipica, entonces el principio de Hardy-
Weinberg sigue siendo vdlido, a pesar de que hemos consi-
derado un proceso de captura.

Capturabilidad diferenciada para una subpoblacion
homocigota

Supongamos que la capturabilidad en una de las subpobla-
ciones homocigotas es diferente a la capturabilidad del resto
de las subpoblaciones genotipicas. Sin pérdida de generali-
dad, podemos considerar que la subpoblacién con genotipo
aa (homocigoto) es la que tiene una capturabilidad diferen-
te (la situacién para el genotipo AA es totalmente andloga).
Este mismo supuesto, en términos de coeficiente de resisten-
cia a la captura, implica que Q1 # Q. Por lo tanto, al definir
N = 03/01, el sistema (13) se representa de la siguiente ma-
nera:

_ 1 14+x,—2% 2 1— X
X+l = 2\ Tem-Dz (1=p)+ -1z ) P

2
1 14x— n
Zk+1 1 (H,(nk,lz)];k) (1 7p) + <1+(nik1>zk) P,

(20)
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mientras que la funcién &, definida en (16), se puede reescri-
bir como:

Dy2(x,2) = (03— Q1)z(1 —z+x).

En orden a obtener los puntos fijos del sistema (20), debe-
mos resolver el sistema de ecuaciones x; = Xg11 V Zk = Zx+1-
Segtin el Lema 3, una condicién necesaria para que un punto
(x*,2*) € A sea un punto fijo es que P »(x*,z*) = 0. Enton-
ces, los puntos fijos del sistema (20) estdn en la linea z =0, o
z=x-+ 1. Por lo tanto, los puntos fijos del sistema (20) son:

Pi(1,0), P,(0,1) and P (2_’} fz—ll) .

Sin embargo, el punto P se descarta porque no estd en el
dominio de definicién A del mapeo discreto (13). De hecho,
sin > 1, entonces (p—1)/(n —1) <0, descartando automd-
ticamente el punto P. Por otro lado, si 0 < 11 < 1, podemos
notar que:

= Sin < p,entonces (p—1n)/(n—1) <O.

= Sin =p,entonces (p—n)/(n—-1)=0y (p—1)/(n -
1) = 1, que corresponde a un punto ya existente.

= Sin > p,entonces (p—n)/(N—1)+(p—1)/(n—-1)
esiguala (2p—n—1)/(n — 1), que es mayor que 1.

Asi, los tnicos puntos fijos posibles para el sistema (20)
son P(1,0) y P;(0,1). Entonces, si las trayectorias de (20)
convergen a un punto, este punto debe ser P, o P, lo que
lleva al siguiente resultado:

Teorema 2 Supongamos Q1 = Q> y Q3 # Q1. Entonces, las
trayectorias {(xx,zx) }i>0 del sistema (13) son convergentes
y se tiene que (Xjw,Z+w) = (1,0) si O3 < Qy, mientras que
(X4oosZ100) = (0, 1) si Q3 > Q1. Donde el subindice  indica
el limite cuando k — +oo.

Demostracion 5 Para una mejor comprension de la demos-
tracion, se invita al lector a tener siempre a la vista la Figura
1.

Supongamos Q3 < Qi. Entonces ®1(x,z) = (Q3 —
01)z(1 —z+x) <0, ¥(x,y) € A. Por lo tanto, la sucesion
de interceptos {by }i>0 es una sucesion estrictamente decre-
ciente que estd acotada inferiormente por b(1,0) = —1, por
lo tanto, es convergente.

Sea be. el limite de sucesion {by}. Si b > —1, entonces
los puntos de acumulacion de la trayectoria {(xx,zx) x>0,
definida por el mapeo (20) pertenecen al segmento de recta
Io = Lo NA, donde Lo, : 7 = X+ bo.

Consideremos (xo,20) algunos de estos puntos de acu-
mulacion. Luego, por el mapeo continuo (20), el punto
(xL,zL), el iterado de (xg,20), es también un punto de acu-
mulacién. Pero, si (x,,z))) # (Xw,20), entonces b(xl,,z),) <
b(Xp,20) = be. Por lo tanto, (x,,z},) ¢ L., lo que contradice
el hecho de que es un punto de acumulacion, de modo que
(xk,zL) = (x0,20), es decir, (x,20) es un punto fijo, que
no puede ser otro que P,(1,0).

De manera andloga, se demuestra que si Q3 > Q1, enton-
ces cada trayectoria {(xi,zk) h>o del sistema (20) converge
a P,(0,1).
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Nota 4 El resultado anterior es totalmente andlogo para el
supuesto Q3 = Q2 y Q1 # Q3, obteniendo conclusiones equi-
valentes para las trayectorias de los sistemas (13), ver Tabla
2.

Nota 5 El resultado presentado en el Teorema 2 implica que,
bajo las hipotesis asumidas, la pérdida de variabilidad ge-
nética para el locus en estudio es absoluta, fijdndose en la
poblacion uno de los alelos y perdiéndose el otro, generan-
do asi una poblacion totalmente homocigota para el locus
considerado.

Capturabilidad diferenciada para la subpoblacion he-
terocigota

Supongamos que la capturabilidad de la subpoblacién he-
terocigota es diferente a la capturabilidad de las otras subpo-
blaciones genotipicas (homocigotas). Es decir, en términos
del coeficiente de resistencia a la captura, consideramos el
caso en el que Q) = 03 y Q> # Q;. Bajo este supuesto, el
sistema (13) se puede reescribir como:

Xyl = %(H_ - ”(x Z+77)2(1_p)
Jr(1 i x+z+n)p’
, (2D
T+l = %<1 (- n(x ZH]) (1=r)
+<W)P’

donde n = Q,/Q;, mientras que la funcién @, definida en
(16), se define como:

P13(x,2) = (Q2— Q1) (x—2)(1 - (x+2))

De manera similar a lo que se hizo en la seccién anterior,
es posible obtener los puntos fijos del sistema (21), hacien-
do uso de los resultados expuestos en el Lema 3, de lo que
se concluye, para este caso particular, que los puntos fijos
buscados estdn en la recta z = x o en la recta z = 1 —x. Sus-
tituyendo estas relaciones en el sistema (21) y calculando las
soluciones del sistema de ecuaciones Xy = Xg4+1 Y %k = Zk+1»
obtenemos los siguientes puntos fijos:

(22)

P.(1,0), P.(0,1) and P(%,%),

donde

VE2n+1) 2+ (20— 120 +2) p+ 12 +2n +1
+(-n—-1)p+3n-1

xA:

8N —38

De esta forma, podemos llegar al siguiente resultado:

Teorema 3 Supongamos que Q1 = Q3 y Q» # Q1. Si k —
oo, entonces las trayectorias {(xi,zx) }i>o0 del sistema (21),
con condicion inicial igual a (x0,z0), son convergentes a:
(a) P(1,0), fi 0y < Q1Y x0> 20, (b2 P.(0,1), si 02 < Q1 y
X0 < zo, (¢) P(%,%), si xo =2z0, y (d) P(%,%), si Q2 > 0.
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Demostracion 6 En razonamiento y técnica, la demostra-
cion del Teorema 3 es andloga a la del Teorema 2. Por lo
tanto, suponiendo Q1 = Q3 y Qs < Q1, es simple demostrar
(x,2) € A, luego ®13(x,2) = (Q2 — Q1) (x2)(1 — (x+2)), de-
finido en (22), es siempre negativo si x > z 'y siempre positivo
si x < z, de donde se concluyen los puntos (a) y (b).

La recta z = x es invariante bajo el mapeo (21). Ahora, es
facil probar que dada una condicion inicial en la linea z = x,
entonces el sistema (21) se convierte en un sistema unidimen-
sional, para el cual las trayectorias son acotadas y mondéto-
nas, por lo tanto, son convergentes. Ademds, las trayectorias
son convergentes a P (iinico punto fijo), que se describe an-
teriormente, mediante lo cual se prueba el punto (c).

Finalmente, tenemos que si Q2 > Q1, entonces ®1 3(x,z) =
(Q2 — 01)(x2)(1 — (x +z2)) es positivo cuando x < z'y
negativo cuando x > z. Asi, la sucesion de interceptos
{b(xx,2x) }k>0 converge a 0, para cada condicion inicial
(x0,20). Usando este hecho, y el punto (c) ya probado, es
posible concluir (d).

Nota 6 El iltimo resultado implica, en términos biologicos,
que si la capturabilidad de la subpoblacion heterocigota es
mayor que la de las otras subpoblaciones, o equivalentemen-
te, su coeficiente de resistencia a la captura es menor, enton-
ces se produce una pérdida total de variabilidad genética
para el locus en estudio, excepto cuando las frecuencias ge-
notipicas iniciales son iguales para casa subpoblacion ho-
mocigota (situacion poco comiin en el contexto bioldgico).
Ademds, si la capturabilidad de la subpoblacion heterocigo-
ta es menor, entonces la variabilidad genética en la pobla-
cion permanece y las frecuencias genotipicas convergen a
las coordenadas de P.

EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccidn, algunos ejemplos numéricos sobre el
comportamiento de las trayectorias del sistema (13) son pre-
sentados, con el fin de apoyar el andlisis que en las secciones
anteriores se llevo a cabo. En las simulaciones que se presen-
tan a continuacion, se supone, para todas ellas, que o« = 0,3y
T =2, por lo tanto p = ¢~ %7 serd aproximadamente 0, 5488.

Igual de capturabilidad para todas las subpoblaciones
genotipicas

Para ejemplificar el caso en el que la porcién de indivi-
duos capturados en cada instante de captura es igual para ca-
da subpoblacién genotipica, hemos considerado, a modo de

- ejemplo, los casos en los que el coeficiente de resistencia a la

captura (Q;) es 0,3, 0,5, 0,7 y 0,9, cada uno de ellos con una
condicion inicial diferente. Estas simulaciones se presentan
en la Figura 2.

En cada gréfico se puede ver claramente la convergencia
de las trayectorias. Ademads, es posible observar que la tra-
yectoria se mueve en una sola linea recta, de acuerdo con
el hecho de que si Q1 = Q> = 03, entonces, la funcién P,
definida en (16), es idénticamente cero.
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Case Q,20,=0,=0.3 and (x,2,)=(0.1,0.8) Case ,=0,=0,=0.5 and (x,.2,)=(0.1,02)

Case Q,20,=0,=07 and (x, 2,)=(0.4,0.4) Case 0,-0,=0,=0.9 and (x,2,)=(0.7,0.1)

Figura 2: Igualdad de captura para todas las subpoblaciones
genotipicas
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Case Q,=0,=03, 0,=0.2 and (x, 2,)=(0.5,0.3) Case 0,-0,=0.5 , @,=0.3 and (x,12,)=(020.6)

Case 0,20,=0.7, Q,=0.8 and (x,.2,)=(0.4,0.9) Case Q,20,=0.6, Q=07 and (x,.2,}=(0.7.0.1)

Figura 4: Capturabilidad diferenciada para la subpoblacién
heterocigota

Case 0,=0,=0.3, Q,=0.1 and (x,.2,)=(0.1,0.8) Case Q,20,=0.5, 0,04 and (x, 2,}=(0.1,0.2)

Case ,=0,=0.7, 0,209 and (x,2,)=(0.4,0.4) Case 0,-0,=0.8, 0,=0.9 and (x,12,)=(0.7,0.1)

Figura 3: Capturabilidad diferenciada para una subpoblacién
homocigota

Capturabilidad diferenciada para una subpoblacion
homocigota

Para el caso en el que la capturabilidad de una de las sub-
poblaciones homocigotas es diferente a la capturabilidad de
las dos subpoblaciones genotipicas restantes, se han consi-
derado los casos en los que los coeficientes de resistencia
a la captura tienen los siguientes valores: (Q1,0»,03) =
(07370737071)7 (QlaQ27Q3) = (075’075’0’4)’ (Q15Q27Q3) =
(0,7,0,7,0,9) y (Q1,02,03) =(0,3,0,8,0,9), con las mismas
condiciones iniciales para cada uno de ellos, dando lugar a
las simulaciones de la Figura 3.

En cada grifico se observa que ocurre lo demostrado en
el Teorema 2, siendo las trayectorias convergentes al punto
(1,0) en los casos en que Q3 < Q; y al punto (0, 1) en aque-
llos casos donde Q3 > Q). Ademds, las trayectorias que se
muestran graficamente permiten darnos cuenta que, de he-
cho, al considerar la recta de pendiente uno, en la que se ubi-
ca cada punto de la trayectoria, entonces los interceptos de
esta recta con el eje z, corresponden efectivamente a una su-
cesion acotada y decreciente si Q3 < Q) (y creciente cuando
Q3 > Q1), argumento esencial en la demostracién del Teore-
ma 2.

Capturabilidad diferenciada para la subpoblacion he-
terocigota

Finalmente, el caso en el que la capturabilidad de la sub-
poblacién heterocigota (Aa) es diferente de la capturabili-
dad de las dos subpoblaciones genotipicas restantes, lo que
en términos de coeficiente de resistencia a la captura seria
01 =03y 0> # 0y, es ejemplificado considerando cuatro
puntos iniciales diferentes y, también, diferentes combina-

ciones para los valores de Q1, 0> y O3, dados por las tuplas:
(QlaQ27Q3) = (0737072’073)’ (Q17Q27Q3) = (07570737075)7
(01,02,03)=(0,7,0,8,0,7) y (Q1,02,03) = (0,6,0,7,0,6).
Los graficos de estas trayectorias se presentan en la Figura 4.

Cada gréfico corresponde a una situacion diferente de las
descritas en el Teorema 3. Asi, es posible observar que en
los casos en que Q> < @1, la convergencia de las trayectorias
del sistema (13) depende de la condicién inicial, y que estas
convergen hacia el punto (1,0) si xp > z9 y al punto (0,1)
cuando xp < zg. Por otro lado, es posible notar la convergen-
cia de las trayectorias a un punto de la recta z = x en los casos
en que el punto de inicio estd en esta recta, o en los casos en
que Q> > Q1.

DISCUSION

Considerando los supuestos bajo los cuales se plante6 el
modelo (7), tenemos que los resultados obtenidos del estu-
dio del sistema (13) indican claramente que cualquier tipo de
captura impulsiva (en intervalos de tiempo igualmente espa-
ciados) donde las tasas de captura difieren segtin el genotipo
considerado, provocan, en la gran mayoria de los casos, una
pérdida absoluta de la variabilidad genética para el locus en
estudio, fijando uno de los dos posibles alelos, y generando
asi, una poblacién mayoritariamente homocigota, para este
locus en particular. Incluso, este hecho es independiente del
valor T, que estd asociado con el tiempo transcurrido entre
un instante de captura y el siguiente.

Varios autores citados a lo largo de este articulo -ver Bea-
cham (1983); Hindar et al. (1991); Ricker (1980); Sandlund
y Naesje (1989); Silliman (1975)- han obtenido resultados si-
milares en sus investigaciones. Los procesos de captura pue-
den influir en la variabilidad genética de las poblaciones, y
por lo tanto, aumentar el nimero de individuos que tienen
una caracteristica fenotipica particular, resultado del genoti-
po favorecido con el proceso de captura (menos capturado).

Sin embargo, a pesar de los resultados evidentes en térmi-
nos biolégicos; el estudio del sistema (13) revela un escena-
rio en el que la pérdida de variabilidad genética no es abso-
luta. Las trayectorias del sistema (21), un caso particular del
sistema (13), pueden converger a un punto distinto de (1,0)
y (0, 1), situaciones en las que se fija un alelo y se genera en-
tonces una pérdida absoluta de la variabilidad genética para
el locus en estudio. Esta posible situacién es de particular in-
terés si se piensa en buscar algtn tipo de estrategia de captura
que no tenga un fuerte impacto sobre la variabilidad genética
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TABLA 2: RESUMEN DE LOS PRINCIPALES RESULTADOS

OBTENIDOS
‘ ‘ Casos | Teorema | (Xoos Yoo, Zoo) |

1 [01=0=0;] Teoremal | (f7(0),2/4(0)/u(0), /7(0))
2 | 03<0r=0 Teorema 2 (1,0,0)

Teorema 2
3 (101<3=0; (anlogo) (0,0,1)
4 1 01=02<03 Teorema 2 (0,0,1)

Teorema 2
500:3=0:<0 (anilogo) (1,0,0)

_ (1,0,0) if xo > z9

6 | 02<01=03 Teorema 3 (0,0,1) if xo < 20
7T 101=0:3<D Teorema 3 (®,1-2%,%)
8 | 01<02 <03 Probado (0,0,1)
9 01<03< O Abierto
10 | 02<01 <03 Abierto
11 | O <03< 0 Abierto
12 ] O3<01<03 Abierto
13| 03< 02, <0) Probado (1,0,0)

de la poblacién que se extraerd, y se presenta bajo el supues-
to de que la resistencia a la capturabilidad en la subpoblacion
heterocigota es mayor que la de las otras dos subpoblaciones
genotipicas (homocigotos). Es decir, en términos del mode-
lo, cuando Q> > Q1 y Q1 = Q3. Bajo este supuesto, el siste-
ma converge a un punto, que llamamos (£,£), en el que las
frecuencias genotipicas para los genotipos AA y aa, respecti-
vamente, x y z, son iguales y puede ser calculadas por medio
de la expresion:

VnE+2n+0)p2+2n2-12n+2)p+nr+2n+1
+(=n-Dp+3n-1

T 8n —8
donde n = 0,/0; > 1.

Ademds, podemos darnos cuenta de que si 1) tiende a 1
(por la derecha), en otras palabras, los valores de Q1, Q> y O3
son cada vez mds similares, entonces £ tienden a 1/4, siendo
este numero el valor al que convergeria x (frecuencia genoti-
pica para el genotipo AA) en una poblacién en Equilibrio de
Hardy-Weinberg -ver Templeton (2006)- con condicién ini-
cial (xp,z0) en larecta z = x. Asi, el punto (hatx, hatx) pasaria
a formar parte de una especie de version alternativa del Equi-
librio de Hardy-Weinberg, cuya diferencia con el punto real
(1/4,1/4) depende de qué tan lejos esté 1 del valor 1. De
manera similar, tenemos que si 1 tiende a infinito, entonces
X tiende a 1/2, lo que implica que la frecuencia genotipica
para el genotipo aq, z, tiende a 1/2 también. Entonces, como
x+y+z=1, tenemos que y, la frecuencia genotipica para
el heterocigoto Aa tiende a cero, (serd posible proporcionar
una interpretacion biolégica a este resultado?

La Tabla 2 resume los principales resultados obtenidos en
este trabajo. Nétese que si los coeficientes de resistencia a
la captura son los mismos para todas las subpoblaciones ge-
notipicas (Caso 1), entonces las frecuencias genotipicas con-
vergen hasta un punto que, eventualmente, permite mante-
ner la variabilidad genética de la poblacién (para el locus en
estudio). Esta serfa una versién impulsiva del Principio de
Hardy-Weinberg.

Por otro lado, observamos que, si la capturabilidad de una
de las subpoblaciones homocigotas es diferente a la de las
subpoblaciones genotipicas restantes, entonces la poblacién
tendrd una pérdida absoluta de variabilidad genética para el
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locus considerado, independiente de las condiciones de abun-
dancia al inicio del proceso de captura (Casos 2, 3,4y 5 de
la Tabla 2).

También cabe sefialar que el suponer que la capturabili-
dad de la poblacién heterocigota es diferente a la de las dos
subpoblaciones homocigotas restantes, implicard una pérdi-
da absoluta de variabilidad genética y la fijacién de un alelo
en la poblacién cuando el coeficiente de resistencia a la cap-
tura sea menor para la subpoblacién heterocigota. En este
caso, el alelo que se fija dependerd de la condicién inicial
presente en la poblacién al momento de iniciar el proceso
de captura, y serd simplemente el mas abundante en ese mo-
mento (Caso 6). Sin embargo, existe un escenario donde se
mantiene la variabilidad genética, y corresponde al caso don-
de la poblacién heterocigota es menos capturada, o equiva-
lentemente, cuando su coeficiente de resistencia a la captura
es mayor (Caso 7).

Los casos del 8 al 13 de la Tabla 2 dan cuenta de la si-
tuacion donde los coeficientes de resistencia a la captura son
diferentes para todas las subpoblaciones genotipicas. Esta si-
tuacién, ain no completamente explorada, da un resultado
trivial, que corresponde a los casos donde Q1 < Q2 < Q3 'y
03 < Q2 < @1,y en los cuales las frecuencias genotipicas
convergen a (0,0,1) y (1,0,0) respectivamente. La prueba
de esto pasa unicamente por el estudio de los signos de la
funcién @ definida en (16). Los otros casos se consideran
problemas abiertos, que podrian estudiarse en un trabajo pos-
terior.

Finalmente, es de suma importancia tener en cuenta que
las ecuaciones a partir de las cuales se generan los modelos
estudiados en este trabajo, surgen de una serie de fuertes su-
puestos sobre la dindmica poblacional total, asi como sobre
su comportamiento a nivel genético. Por ejemplo, el supuesto
de que la poblacién total presenta un crecimiento maltusiano,
aunque facilita los cdlculos, es un supuesto que aleja nuestro
modelo de lo absolutamente real. Lo mismo ocurre cuando
se asume categdricamente las leyes de Mendel, ignorando el
hecho de que los genotipos de la descendencia en realidad
obedecen a un proceso aleatorio, que, en el contexto de la
genética de poblaciones, se conoce como deriva génica.

Al respecto, la inclusién de la deriva génica en los mode-
los propuestos, entendida como el efecto estocdstico produ-
cido por el muestreo aleatorio en la reproduccion, que puede
generar pérdida de alelos por azar y no solo por seleccién
natural, podria ser un factor determinante para los resulta-
dos asociados al comportamiento de las trayectorias de los
sistemas descritos en este trabajo. Por tanto, una continua-
cion natural de lo presentado en este articulo seria incluir el
efecto de la deriva génica, como proceso estocdstico, en los
sistemas deducidos y estudiados.
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