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Resumen— Usualmente en el mundo real las interacciones entre los depredadores y sus presas son influenciadas por diversos comporta-
mientos, tanto de las presas como de los depredores. La colaboración o cooperación entre los depredadores es una de esas conductas, la cual
ha recibido menor atención que la competición entre los consumidores. Estos comportamientos son aspectos importantes en las dinámicas
de las cadenas alimenticias o redes tróficas. En este trabajo, nos ocuparemos de la influencia de la colaboración o cooperación (hunting
cooperation) entre los depredadores para consumir (o capturar) a sus presas, las cuales son afectadas por un efecto Allee.

Palabras clave— Bifurcación, respuesta funcional, ciclo límite, modelo depredador-presa, estabilidad

Abstract— Usually in the real world the interactions between predators and their prey are influenced by several behaviors of both prey
and predators. Collaboration or cooperation between predators is one of these behaviors, which has received less attention than competition
between consumers. These behaviors are important aspects in the dynamics of food chains or trophic webs. In this work, we will deal with
the influence of collaboration between predators to consume (or capture) their prey, which are affected by an Allee effect.

Keywords—Bifurcation, functional response, limit cycle, predator-prey model, stability

INTRODUCCIÓN

L as interacción entre los depredadores y sus presas es uno
de los aspectos relevantes en las dinámicas de las ca-

denas alimenticias o redes tróficas.
Pero a su vez las interacciones sociales entre individuos

una misma especie son un aspecto importante en la historia
de vida de muchas poblaciones. La colaboración o coopera-
ción (hunting cooperation) entre los depredadores para cap-
turar sus presas es uno de esos comportamientos sociales y
está recibiendo una creciente atención de los modeladores
Jang et al. (2018); Teixeira Alves y Hilker (2017).

Este y otros fenómenos colectivos pueden tener fuertes
consecuencias en la relación entre ellos y, además, modifi-
car las propiedades dinámicas de los modelos que describen
las interacciones González-Olivares y Rojas-Palma (2020,

2021).
La cooperación puede originar dinámicas más complejas e

inusuales Antonelli P. y Kazarinoff (1984). Como se muestra
en González-Olivares et al. (2019), es posible probar que pa-
ra cierto subconjunto de valores de parámetros, el tamaño de
la población de depredadores tiende a infinito cuando la po-
blación de presas se extingue, situación que aparentemente
contradice la idea de un modelo realista, sobre todo si se su-
pone que los depredadores son especialistas, es decir, la presa
es su única fuente de alimento. Sin embargo, esto podría ser
un efecto deseable cuando la presa constituye una plaga.

La colaboración o cooperación entre los depredadores es
bastante frecuente, representando un mecanismo desarrolla-
do a través de la evolución para mejorar las habilidades de
caza y las posibilidades de supervivencia Francomano et al.
(2018). Por ejemplo, los lobos que siguen a los bisontes Mac-
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Nulty et al. (2014), los perros salvajes africanos (lincaones)
que atacan a las cebras, las hienas que persiguen a los bú-
falos, corales que son consumidos por un tipo de estrella de
mar Antonelli P. y Kazarinoff (1984); Antonelli y Kazarinoff
(1990); Antonelli y Lin (1990).

En el caso de la cooperación de caza, la respuesta fun-
cional se asume que depende tanto de la densidad de presas
como de los depredadores. Suponemos que los depredadores
cooperativos se benefician de su comportamiento, por lo que
el éxito de los ataques a las presas aumenta con la densidad
de depredadores. Representamos esta suposición en el mode-
lo de Leslie-Gower reemplazando la tasa de ataque constante
q por un término dependiente de la densidad dado por la fun-
ción Teixeira Alves y Hilker (2017)

h(x,y) = (q+ay)x = q
(

1+
a
q

y
)

x

donde x = x(t) indica el tamaño de una población de pre-
sas y y = y(t) representa el tamaño de una población de de-
predadores para t ≥ 0 y a > 0 es un parámetro que describe
la cooperación de depredadores en la caza de Teixeira Alves
y Hilker (2017); Ye y Wu (2020). Nos referiremos al término
a
q y como el término de cooperación.

Debemos hacer notar que existen variadas formulaciones
matemáticas para describir la colaboración entre los depre-
dadores Antonelli P. y Kazarinoff (1984); González-Olivares
et al. (2019); González-Olivares y Rojas-Palma (2021).

Observamos que si permitiéramos a < 0, esto correspon-
dería a la interferencia o competencia del depredador, pe-
ro en este caso se debe cumplir que el término q+ ay > 0,
para representar un modelo de depredación Bazykin (1998);
González-Olivares y Rojas-Palma (2020).

Sin embargo, otra interpretación es posible para la función
h(x,y) cuando a < 0, Suponiendo que una fracción xr de la
población de presas hace uso de un refugio físico Maynard
Smith (1974).

El tamaño de la población disponible para ser consumi-
do es x − xr. Suponiendo que la población en cobertura
es proporcional al encuentro entre ambas especies, se tiene
xr = σxy, con σ > 0 González-Olivares et al. (2017). Enton-
ces, la respuesta funcional es

h(x,y) = q(x− xr)y = q(x−σxy)y = q(1−σy)xy,
con σ =− a

q .

El efecto Allee
El efecto Allee es un fenómeno en Ecología que se caracte-

riza por una correlación entre el tamaño o la densidad de una
población y la aptitud individual media de una población o
especie Stephens y Sutherland (1999); Stephens et al. (1999)
(a menudo medida como la tasa de crecimiento per capita de
la población). En Ciencias Pesqueras es denominado depen-
sación Liermann y Hilborn (2001)

Es un fenómeno ecológico que ocurre en densidades de
población bajas, donde la tasa de crecimiento per cápita es
una función creciente de la abundancia de la población. En
tamaños de población grandes esta tasa es negativa, como
ocurre en la ecuación logística para todos los tamaños de po-
blación Bazykin (1998).

Algunas poblaciones pueden exhibir el efecto Allee de-
bido a una amplia gama de fenómenos biológicos, como la

reducción de la vigilancia contra la depredación, la termo-
rregulación social, la dificultad de apareamiento y la mala
alimentación en bajas densidades. Sin embargo, varias otras
causas pueden conducir a este fenómeno (ver Tabla 1 en Be-
rec et al. (2007) o Tabla 2.1 en Courchamp et al. (2007)).

La forma matemática más común de describir el efec-
to Allee es la ecuación diferencial no lineal Kot (2003);
González-Olivares et al. (2011).

dx
dt = r

(
1− x

K

)
(x−m)x, (0)

donde x = x(t) indica el tamaño de una población para
t ≥ 0. El parámetro r es la tasa de crecimiento intrínseca y
K indica la capacidad de carga ambiental (con los mismos
significados que en la ecuación logística) Bazykin (1998); m
es el parámetro asociado con el efecto Allee.

Observamos que la ecuación (0) describe un efecto Allee,
cuando la tasa de crecimiento per cápita es negativa para va-
lores de la variable x cercanos a cero, lo que ocurre, si y solo
si, −K < m << K.

Si m > 0, el parámetro se denomina mínimo de población
viable o umbral de extinción y se tiene un efecto Allee fuerte
Boukal y Berec (2002b); Courchamp et al. (1999); González-
Olivares y Rojas-Palma (2020). Claramente, si 0 < x < m en
la ecuación (0), se tiene que dx

dt < 0, lo que implica que la
población tiende a la extinción .

Si m ≤ 0, se tiene un efecto Allee débil Boukal y Berec
(2002a, 2009); Stephens et al. (1999)

Por tanto, el efecto Allee fuerte se caracteriza por la exis-
tencia del umbral crítico m > 0, por debajo del cual las po-
blaciones se extinguen; por su parte, el efecto Allee débil no
induce un umbral de extinción, de modo que poblaciones pe-
queñas pueden mantenerse en el tiempo.

Se han propuesto varias expresiones matemáticas para es-
te fenómeno social, aunque muchas de ellas son topológica-
mente equivalentes González-Olivares et al. (2007). Algunas
de estas ecuaciones son:

1. dx
dt = r (1− x

K )x−
ax

x+b ,

donde a> 0 representa la tasa máxima de disminución adi-
cional de las presas y b > 0 representa el tamaño de la pobla-
ción para el cual a se reduce a la mitad Dennis (1989); Thie-
me (2003) y la expresión también se propone en Stephens
et al. (1999).

2. dx
dt = r (1− x

K )(1−
m+b
x+b )x,

con m, b > 0, propuesto en Boukal y Berec (2002b) in-
corporándose a un modelo de depredación Boukal y Berec
(2002a).

Por otro lado, investigaciones recientes muestran que dos
o más efectos Allee producidos por diferentes causas pue-
den generar mecanismos que actúan simultáneamente en una
misma población (ver Tabla 2 en Berec et al. (2007) o Tabla
2.2 en Courchamp et al. (2007). La influencia combinada de
algunos de estos fenómenos se denomina efecto Allee múlti-
ple Berec et al. (2007); Boukal y Berec (2009).

Este trabajo está organizado de la siguiente manera, en la
Sección 2 describiremos el modelo, en la Sección 3 descri-
biremos las propiedades fundamentales. Las implicaciones
ecológicas de nuestro análisis son discutidas en la última
Sección.
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PROPOSICIÓN DEL MODELO

El modelo que se estudiará es una modificación del ante-
rior siendo descrito por el siguiente sistema bidimensional
de ecuaciones diferenciales autónomas del tipo Kolmogorov
Freedman (1980); Goh (1980):

Xµ (x,y) :
{ dx

dt = r
(
1− x

K

)
(x−m)x − (q+ay)xy

dy
dt = s

(
1 − y

nx+c

)
y

(1)
donde x = x(t) e y = y(t) son los tamaños de las poblacio-

nes de presas y depredadores, respectivamente, para t ≥ 0,
medidos con µ = (r,K,q,a,s,n,c,m) ∈ R7

+× ]−K,K[. Tie-
nen los siguientes significados ecológicos:

r y s indican la tasa de crecimiento intrínseca de la pobla-
ción de presas y depredadores, respectivamente,

K es la capacidad de carga del medio ambiente para las
presas,

m> 0, es el umbral de extinción del efecto Allee que afecta
a la presa o el mínimo de población viable Courchamp et al.
(1999, 2007); González-Olivares y Rojas-Palma (2020); Kot
(2003),

q es la tasa de consumo de depredadores,
n representa la cualidad energética que proporcionan las

presas como alimento para los depredadores,
c indica el tamaño máximo disponible del alimento alter-

nativo.
a es la cooperación del depredador en la caza constante.

El sistema (1) esta definido a lo largo del primer cuadrante,
es decir

Ω =
{
(x,y) ∈ R2 : x≥ 0,y≥ 0

}
.

Los puntos de equilibrio del sistema (1) o singularidades
del campo vectorial Xµ (x,y) son: (0,0), (m,0), cuando m >
0, (K,0), (0,c), y aquellos que están en la intersección de las
isoclinas

y = nx+ c y −ay2−qy+ r
(
1− x

K

)
(x−m) = 0.

o sea, si (xe,ye) es un punto de equilibrio positivo, la absisa
xe satisface la ecuación polinomial

p(x) =
(
r+Kan2

)
x2− (−Kr−mr+Knq+2Kacn)+

K
(
ac2 +qc+mr

)
= 0.

Surgen así diferentes caso al considerar efecto Allee fuerte
o débil, es decir si m > 0, m < 0, o m = 0.

Propiedades básicas del sistema

A continuación se presentarán algunas características del
sistema (1). En particular, estos resultados técnicos aseguran
la buena definición del modelo y el buen comportamiento de
las soluciones del sistema.

Lema 1 Existencia de una región invariante
El conjunto Γ = {(x,y) ∈Ω : 0≤ x≤ K, y≥ 0} es una

región positivamente invariante

Demostración: claramente, los ejes coordenados son conjun-
tos invariantes, porque el sistema es del tipo Kolmogorov.
Sea x = K; la primera ecuación en (1) queda

dx
dt = −(q+ay)Ky,

la cual es negativa para todo y > 0. Entonces, cualquiera sea
el signo de la segunda ecuación dy

dt , las soluciones entran al
interior de la región Γ y no pueden salir de ella.

Lema 2 Acotamiento de las soluciones
Las soluciones del sistema (1) con condiciones iniciales

en Ω son uniformemente acotadas

Demostración: de la primera ecuación del sistema (1) tene-
mos

dx
dt
≤ r
(

1− x
K

)
(x−m)x

para todo y≥ 0, recordando que m < K.
También sabemos que, dada una condición inicial x(0) =

x0 ∈ R+

x(t)→ 0, cuando t→ ∞ y 0 < x0 < m.
x(t)→ K, cuando t→ ∞ y m < x0 < K.
x(t)→ K, cuando t→ ∞ y x0 > K.

Sea L = max{x0,K}; entonces x(t)≤ L, para todo t ≥ 0.
Si consideramos w(t) = x(t)+ y(t), entonces

dw
dt = dx

dt +
dy
dt

= − r
K x3 + r

(m
K +1

)
x2 − (q + ay)xy − mrx + sy −

s
(

y2

nx+c

)
Ahora, para η > 0 y 0≤ x≤ L se tiene

dw
dt +ηw =− r

K x3+r
(m

K +1
)

x2−(q+ay)xy−mrx+sy−
s
(

y2

nx+c

)
+ηx+ηy

=− r
K x3 + r

(m
K +1

)
x2−mrx+ηx−ax

(
y2 + q

a y
)

−
( s

nx+c

)(
y2− s+η

s (nx+ c)y
)

= − r
K x3 + r

(m
K +1

)
x2−mrx+ηx− ax

(
y+ q

2a

)2
+

ax
( q

2a

)2 −
( s

nx+c

)(
y− s+η

s (nx+ c)
)2

+ (s+η)2(nx+c)
4s

≤ − r
K x3 + r

(m
K +1

)
x2 − mrx + ηx + q2

4a x +
(s+η)2(nx+c)

4s

≤ r
(m

K +1
)

x2−
(

mr−η− q2

4a −
(s+η)2n

4s

)
x+ (s+η)2c

4s

≤ r
(m

K +1
)

L2 +
(

η + q2

4a +
(s+η)2n

4s

)
L+ (s+η)2c

4s .

Denotando N a la cota anteriormente encontrada en térmi-
nos de los parámetros del sistema, se tiene que

dw
dt

+ηw≤ N.

Aplicando el Teorema de comparación para desigualdades
diferenciales Birkhoff y Rota (1980), basado en el lema de
Gronwall Perko (2001), se obtiene

w(t)≤ N
η
+(w(0)−N)e−ηt ,

lo cual implica que 0 < lı́msupt→∞ w(t)≤ N
η
.

Esto completa la prueba.

Nota 1 Se dice que un sistema dinámico es disipativo, si to-
das las trayectorias positivas pertenecen a un conjunto aco-
tado. Esta condición implica que existen soluciones para to-
do tiempo positivo. El último resultado asegura esta propie-
dad para el sistema estudiado.

Definición 1 Se dice que un sistema es permanente, si exis-
ten constantes positivas k1,k2 y K1,K2 tal que toda solución
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del sistema con alguna condición inicial (x0,y0) ∈ R2
+ satis-

faga

k1 ≤ lı́minf
t→∞

x(t,x0,y0)≤ lı́msup
t→∞

x(t,x0,y0)≤ K1

k2 ≤ lı́minf
t→∞

y(t,x0,y0)≤ lı́msup
t→∞

y(t,x0,y0)≤ K2

Nota 2 Para una poblacion afectada por un efecto Allee
fuerte (m > 0), si no hay depredadores, existen condiciones
iniciales para las cuales la población de presas tiende a cero
a medida que transcurre el tiempo. Luego, en este caso no
podría existir permanencia .

Considerando la observación anterior, en el siguiente re-
sultado se considera el caso especial de efecto Allee débil,
esto es, cuando m = 0.

Lema 3 Permanencia de soluciones
El sistema (1) con la condición inicial (x0,y0) ∈Ω es per-

manente, si y solo si, r > (q+aK2)K2
K1

y m = 0.

Demostración: a partir de la demostración del lema anterior,
se tiene que lı́msupt→∞ x(t)≤máx{x0,K}= L≡ K1. Ahora,
de la segunda ecuación del sistema (1) se tiene

dy
dt

≤ s
(

1− y
nL+ c

)
y

≤ sy
nL+ c

((nL+ c)− y)

así lı́msupt→∞ y(t)≤máx{y0,nL+ c} ≡ K2.
Ahora bien, de la primera ecuación en (1), considerando

m = 0 se tiene

dx
dt

=
(

r
(

1− x
K

)
x− (q+ay)y

)
x

=

(
r
(

1− x
K

)
− (q+ay)y

x

)
x2

≥ r
(

1− (q+aK2)K2

rK1
− x

K

)
x2

La condición P = 1 − (q+aK2)K2
rK1

> 0 implica que r >
(q+aK2)K2

K1
y así, se puede concluir

lı́minf
t→∞

x(t)≥mı́n{x0,PK} ≡ k1.

Finalmente, de la segunda ecuación de (1)

dy
dt

= s
(

1− y
nx+ c

)
y

≥ s
(

1− y
c

)
y

≥ s
c
(c− y)y

donde c > 0 se tiene que lı́minft→∞ y(t) ≥ mı́n{y0,c} ≡ k2.
Así, el sistema (1) con efecto Allee débil m = 0 y con-
diciones iniciales (x0,y0) ∈ Ω es permanente, si y solo si,
r > (q+aK2)K2

K1
como se deseaba demostrar.

Nota 3 El resultado anterior implica que en el caso de efec-
to Allee débil especial en las presas, la tasa intrínseca de
crecimiento de la especie debe ser lo suficientemente grande
para asegurar la permanencia del sistema.

RESULTADOS PRINCIPALES

Para simplificar los cálculos realizaremos un cambio de
variables y un reescalamiento del tiempo González-Olivares
et al. (2011, 2019); González-Olivares y Rojas-Palma (2020),
descrito a continuación:

Lema 4 Sistema topológicamente equivalente
El sistema (1) es topológicamente equivalente al sistema

del tipo Kolmogrov Freedman (1980); Goh (1980) siguien-
te

Yν (u,v) :

 du
dτ

=

(
(1−u) (u−M)
−Q(1+Av)v

)
u(u+C)

dv
dτ

= S (u+C− v )v
(2)

donde ν = (Q,A,S,C,M) ∈ R3
+ × ]−1,1[, con C = c

nK ,

M = m
K , Q = qn

r , A = anK
q y S = s

rK .

Demostración: sean x = Ku e y = nKv.

U
ν
(u,v) :

 K du
dt =

(
r (1−u)(Ku−m)
−(q+anKv)nKv

)
Ku

nK dv
dt = s

(
1− nKv

nKu+c

)
nKv,

Factorizando y simplificando se tiene

U
ν
(u,v) :


du
dt = rK

(
(1−u)

(
u− m

K

)
−
(

1+ anK
q v
)

qn
r v

)
u

dv
dt = s

(
1− v

u+ c
nK

)
v,

Efectuando el cambio de escala del tiempo dado por
τ = rK

u+ c
nK

t, du
dt =

du
dτ

dτ

dt ,
Se obtiene finalmente,

Vν (u,v) :


du
dτ

=

(
(1−u)

(
u− m

K

)
−
(

1+ anK
q v
)

qn
r v

)(
u+ c

nK

)
u

dv
dτ

= s
rK

(
u+ c

nK − v
)

v,
Definiendo M = m

K , S = s
rK , C = c

nK , A = anK
q y Q = qn

r , se
obtiene el sistema (2).

Claramente, el sistema (2) o el campo vectorial Yν (u,v)
está definido en

Ω̄ =
{
(u,v) ∈ R2 : u≥ 0,v≥ 0

}
.

Nota 4 Se ha construido un difeomorfismo ϕ : Ω̄×R→Ω×
R, tal que

ϕ (u,v,τ) =
(

Ku,nKv, u+ c
nK

rK τ

)
= (x,y, t).

El determinante de la matriz Jacobiana de la función ϕ es

Dϕ (u,v,τ) =

 K 0 0
0 nK 0
1

rK 0 u+ c
nK

rK


y det Dϕ (u,v,τ) = nK

r

(
u+ c

nK

)
> 0,

entonces, el difeomorfismo preserva la orientación del
tiempo.

Los puntos de equilibrio del sistema (2) o singularidades
del campo vectorial Yν (u,v) son (0,0), (1,0), (0,C), (M,0),
si M > 0, y aquellos que están en la intersección de las iso-
clinas

v = u+C y (1−u) (u−M) −Q(1+Av)v = 0.
Esto implica que la absisa de los puntos de equilibrio po-

sitivos satisface la ecuación polinomial

P(u) = (AQ+1)u2−a1u+a0 = 0. (3)
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con
a1 = M+1−Q(2AC+1), y
a0 = (M+CQ(AC+1)).

De acuerdo con la Regla de cambio de signos de Descartes,
el polinomio P(u) tiene dos, una o ninguna raíz positiva real,
dependiendo del signo de M y del parámetro C.

Sea
∆ = (a1)

2−4(AQ+1)(a0) = M2−2b1M+ b2
con

b1 = Q+2AQ+2ACQ+1, y
b2 = (Q−1)2−4CQ(A+AC+1)

1) Suponiendo a1 > 0, y M > 0, entonces, el polinomio
P(u) puede tener

1.1) dos raíces positivas reales, si y solo si, ∆ > 0, las cua-
les son dadas por:

u1 =
1

2(AQ+1)

(
a1−
√

∆

)
y u2 =

1
2(AQ+1)

(
a1 +
√

∆

)
,

con 0 < u1 < u2 < 1.
1.2) Una raíz positiva real, si y solo si, ∆ = 0, la cual es

u∗ = 1
2(AQ+1)a1,

1.3) Ninguna raíz positiva real, si y solo si, ∆ < 0.
2) Suponiendo a1 = 0, entonces, para la ecuación (3) se

tiene que
2.1) Si M < 0, hay dos raíces reales positivas, si y solo si,

a0 < 0.
2.2) Si M ≥ 0, no hay raíces reales positivas, pues, a0 > 0.
3) Suponiendo a1 < 0, entonces, la ecuación (3)
3.1) tiene una raíz real positiva, si y solo si, M < 0, la cual

es dada por u2 =
1

2(AQ+1)

(
a1 +
√

∆

)
.

3.2) no tiene raíces reales positivas, si y solo si, M ≥ 0.
Entonces, surgen varios casos para ser estudiados.

Para estudiar la estabilidad local de los puntos de equili-
brio hiperbó licos se requiere la matriz Jacobiana, la cual es:

DYν (u,v) =
(

DYν (u,v)11 −Qu(2Av+1)(C+u)
Sv S (C+u−2v)

)
,

donde,
DYν (u,v)11 = Gu+G(u+C)+u(u+C)(M−2u+1).
con
G = ((1−u) (u−M) −Q(1+Av)v)

Lema 5 Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre los
ejes

1. El punto (0,0) es,
1.1) un repulsor hiperbólico, si y solo si, M > 0,
1.2) una silla hiperbólica, si y solo si, M < 0,
1.3) un silla-nodo no-hiperbólico, si y solo si, M = 0.
2. El punto (1,0) es una silla hiperbólica.
3. El punto (0,C) es un atractor hiperbólico.
4. El punto (M,0) es un
4.1) repulsor hiperbólico, si y solo si, M > 0.
4.2) punto silla-nodo no-hiperbólico, si y solo si, M = 0.

Demostración: es inmediata evaluando la matriz jacobiana
1. Como

DYν (0,0) =
(

MC 0
0 SC

)
,

con detDYν (0,0) = MSC2 y trDYν (0,0) = (M+S)C.
1.1) Si M > 0, detDYν (0,0)> 0 y trDYν (0,0)> 0.
Según el teorema de la traza y del determinante, el equili-

brio (0,0) es un repulsor hiperbólico.

1.2) Si M < 0, detDYν (0,0) < 0 y el punto (0,0) es un
punto silla hiperbólico.

1.3) Si M = 0, detDYν (0,0) = 0 y el punto (0,0) es un
punto silla-nodo no-hiperbólico.

2. Dado que

DYν (1,0) =
(
−(1−M)(1+C) −Q(1+C)

0 S (1+C)

)
.

Como
detDYν (1,0) =−(1−M)(1+C)2 < 0,
el equilibrio (1,0) es un punto silla hiperbólica.
3. Como

DYν (0,C) =

(
−M−Q(1+AC)C 0

SC −SC

)
,

con
detDYν (0,C) = (M+Q(1+AC)C)SC > 0 y
trDYν (0,C) =−(M+Q(1+AC)+S)C < 0.

De acuerdo con el teorema de la traza y del determinante,
el equilibrio (0,C) es un atractor hiperbólico.

4. Debido a que

DYν (M,0)=
(

M (1−M)(C+M) −QM (C+M)
0 S (C+M)

)
con detDYν (M,0) = SM (1−M)(C+M)2.
4.1) Si M > 0, detDYν (M,0)> 0 y

trDYν (M,0) = M (1−M)(C+M)+S (C+M)> 0.
Considerando el teorema de la traza y del determinante, el

equilibrio (M,0) es repulsor.
4.2) Si M = 0, detDYν (0,0) = 0 y trDYν (0,0) = SC > 0.

siendo el colapso entre un punto silla y un punto repulsor.

En lo que sigue, consideramos M > 0, es decir, se asu-
me en el modelo que la población de presas es afectada
por una efecto Allee fuerte González-Olivares et al. (2011);
González-Olivares y Rojas-Palma (2020); Liermann y Hil-
born (2001); Stephens y Sutherland (1999), y que los depre-
dadores son generalistas. Los casos en que M = 0 y M < 0,
serán analizados en un trabajo futuro.

Naturaleza de los puntos de equilibrio positivos
Suponiendo a1 > 0, y M > 0, entonces, la ecuación (3)

puede tener
1) dos raíces reales positivas, si y solo si, ∆ > 0, dadas por

u1 =
1

2(AQ+1)

(
a1−
√

∆

)
y u2 =

1
2(AQ+1)

(
a1 +
√

∆

)
,

con 0 < M < u1 < u2 < 1.
2) una raíz real positiva, si y solo si, ∆ = 0. Esta es

u∗ = 1
2(AQ+1)a1, con 0 < M < u∗ < 1

Entonces, se tiene que: v1 = u1 +C and v2 = u2 +C.
Sea

T = 2(AQ+1)u+(Q−M+2ACQ−1)
= 2(AQ+1)u− a1.

Luego,
detDYν (u,u+C) = Su(C+u)2 T ,

cuyo signo depende del factor T
A su vez la traza es

trDYν (u,u+C) = (u(M−2u+1)−S)(u+C).

Teorema 1 El equilibrio (u1,u1 +C) es un punto silla hiper-
bólica.

Demostración: reemplazando u1 en el factor T se obtiene
T = 2(AQ+1) 1

2(AQ+1)

(
a1−
√

∆

)
− a1 =−

√
∆

Por lo tanto,
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detDYν (u1,u1 +C) = Su1 (C+u1)
2
(
−
√

∆

)
< 0.

De acuerdo con el teorema de la traza y del determinante,
el equilibrio (u1,u1 +C) es un punto silla hiperbólica.

Nota 5 Antes de determinar la naturaleza del punto de equi-
librio (u2,u2 +C), debemos mostrar algunas propiedades
del sistema, relacionadas con las variedades estable e ines-
table del equilibrio (u1,u1 +C).

Denotamos por Σ̄ = W s
+ (u1,u1 +C) la variedad estable

superior y W u
+ (u1,u1 +C) la variedad inestable derecha del

punto (u1,u1 +C), respectivamente y sea W u
+ (1,0) la varie-

dad inestable superior del punto silla (1,0).

Teorema 2 Existe una curva homoclínica Chico-
ne (2006); Perko (2001) determinada por las curvas
Σ̄ = W s

+ (u1,u1 +C) y W u
+ (u1,u1 +C), esto es, existe un

subconjunto de valores de parámetros para el cual las dos
variedades coinciden.

Demostración: usaremos el teorema de existencia y unicidad
de las soluciones y la geometr ía de las variedades estable e
inestable del punto silla (u1,u1 +C).

Sea u∗ un valor fijo tal que u1 < u∗ < 1. Sean (u∗,vs)
un punto de la variedad estable superior W u

+ (u1,u1 +C)
y (u∗,vu) un punto de la variedad inestable derecha
W u

+ (u1,u1 +C). Luego, se cumple que 0 < vu < vs, o bien,
0 < vs < vu.

La variedad inestable derecha W u
+ (u1,u1 +C) del punto si-

lla (u1,u1 +C) no puede cruzar la recta hacia la derecha de
la recta u = 1, que es la frontera de la región de invarianza
Γ̄ =

{
(u,v) ∈ Ω̄ : 0≤ u≤ 1, v≥ 0

}
. Entonces, esta trayec-

toria deben cambiar su dirección y retornar hacia la izquier-
da.

A su vez, el α−límite de la variedad estable superior
W s

+ (u1,u1 +C) puede ser:
i) el punto (∞,0) del campo vectorial compacto del siste-

ma,
ii) el punto (u2,u2 +C), cuando este es repulsor, o
iii) un ciclo límite inestable rodeando al punto de equili-

brio (u2,u2 +C) cuando este es atractor.
Luego, existen condiciones en el espacio de parámetros

para los cuales
W s

+ (u1,u1 +C)∩W u
+ (u1,u1 +C) 6= φ .

Entonces, existe una curva homoclínica, creada por la va-
riedad estable superior y la variedad inestable derecha del
punto silla (u1,u1 +C) y rodeando al punto (u2,u2 +C).

Figura 1: Posición relativa de la variedad estable superior
W s

+ (u1,u1 +C) y la variedad inestable superior W u
+ (1,0) para

diferentes condiciones paramétricas.

Teorema 3 Existen condiciones en el espacio de parámeros
para las cuales se genera una curva heteroclínica Chicone
(2006); Perko (2001) γ determinada por la variedad esta-
ble superior W s

+ (u1,u1 +C) y la variedad inestable superior
W u

+ (1,0).

Demostración: sean (u∗∗,vs) ∈W s
+ (u1,u1 +C) y (u∗∗,vu) ∈

W u
+ (1,0), con M < u1 < u∗∗ < 1. Luego, 0 < vu < vs, o bien,

0 < vs < vu.
a) Supongamos, 0 < vs < vu, entonces el ω − lmite de

W u
+ (1,0) debe ser el nodo atractor (0,C).
b) Supongamos, 0 < vu < vs, entonces el ω − lmite de

W u
+ (1,0) puede ser
ii) el punto (u2,u2 +C), cuando este es un nodo o foco

atractor, o
iii) un ciclo límite atractor rodeando al punto (u2,u2 +C),

o
iv) el punto (u1,u1 +C), originando una curva heteroclíni-

ca γ .
Se tiene que W s

+ (u1,u1 +C)∩W u
+ (1,0) 6= φ .

La naturaleza del punto de equilibrio (u2,u2 +C) depende
de las posiciones relativas de las variedad estable superior
W s

+ (u1,u1 +C) y la variedad inestable superior W u
+ (1,0) del

punto silla (1,0).

Teorema 4 Sean (u∗∗,vs) ∈ W s
+ (u1,u1 +C) y (u∗∗,vu) ∈

W u
+ (1,0), con M < u1 < u∗∗ < 1.
1. Supongamos que vs > vu. El punto (u2,u2 +C) es
i) un atractor, si y solo si, S > u2 (M−2u2 +1),
ii) un repulsor, si y solo si, S < u2 (M−2u2 +1),
iii) un foco débil, si y solo si, S = u2 (M−2u2 +1).
2. Supongamos que vs < vu, entonces el punto de equili-

brio (u2,u2 +C) es
2.1 un atractor rodeado por un ciclo límite inestable.
2.2 un nodo o foco repulsor hiperbólico y las trayectorias

del sistema (2) tienen al punto (0,C) como su ω − limite,
el cual es un equilibrio casi globalmente estable Monzón
(2005); Rantzer (2001).

Demostración: 1. Supongamos vs > vu. Entonces,
W s

+ (u1,u1 +C) está por arriba de W u
+ (1,0).

Claramente, el factor T evaluado para u2 es
T = 2(AQ+1) 1

2(AQ+1)

(
a1 +
√

∆

)
− a1 =

√
∆ > 0.

Entonces, su naturaleza depende del signo de T . Se tiene:
trDYν (u2,u2 +C) = (u2 (M−2u2 +1)−S)(u2 +C).

cuyo signo depende del factor:
T1 = u2 (M−2u2 +1)−S.

La tesis se cumple, según el signo de T1.
2. Supongamos vs < vu. Entonces, W s

+ (u1,u1 +C) está por
debajo de W u

+ (1,0).
2.1 Si T1 < 0, entonces, el punto de equilibrio (u2,u2 +C)

es atractor hiperbólico (foco o nodo).
Entonces, el ω− limite de W u

+ (u1,u1 +C) es
2.1.1) el punto (u2,u2 +C), o bien
2.1.2) un ciclo límite atractor, rodeando a un ciclo límite

inestable y al punto de equilibrio (u2,u2 +C).
2.2 Si T1 > 0, entonces, el punto (u2,u2 +C) es repulsor

(foco o nodo). Entonces, las soluciones con α− limite en las
vecindades del punto (u2,u2 +C) tienen como ω− limite:
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2.2.1) un ciclo límite atractor (o estable), cuando
(u2,u2 +C) es foco, o bien,

2.2.2) el punto (0,C), cuando (u2,u2 +C) es nodo.

Nota 6 Cuando el punto de equilibrio es un repulsor, se pue-
de generar un ciclo límite estable mediante la bifurcación de
Hopf. Ese ciclo límite puede romperse (bifurcación hetero-
clínica Gaiko (2003)) y las soluciones tenderán a lo largo
del tiempo al punto atractor (0,C). Más detalles de esta si-
tuación se verán a continuación.

Corolario 1 Existe una bifurcación de Hopf Chicone
(2006); Perko (2001) en el punto de equilibrio (u2,u2 +C)
para el valor de la bifurcación S = u2 (M−2u2 +1).

Demostración: la demostración sigue de la primera parte del
teorema descrito anteriormente, cuando

detDYν (u2,u2 +C) > 0 y trDYν (u2,u2 +C) cambia
de signo.

Además, la condición de transversalidad Chicone (2006);
Perko (2001) se verifica ya que

∂

∂S (trDYν (u2,u2 +C)) =−(u2 +C)< 0.

Teorema 5 Bifurcación de Bogdanov-Takens Chicone
(2006); Perko (2001)

El punto (u∗,u∗+C) es
1. silla-nodo repulsor, si y solo si,

1
2(AQ+1)a1

(
M−2

(
1

2(AQ+1)a1

)
+1
)
> S,

2. silla-nodo atractor, si y solo si,
1

2(AQ+1)a1

(
M−2

(
1

2(AQ+1)a1

)
+1
)
< S,

3. punto cúspide, si y solo si,
1

2(AQ+1)a1

(
M−2

(
1

2(AQ+1)a1

)
+1
)
= S .

Demostración: cuando detDYν (u∗,u∗+C) = 0, es claro que
los puntos (u1,u1 +C) y (u2,u2 +C) coinciden.

La tesis se cumple, según sea el signo de

T1 =
1

2(AQ+1)a1

(
M−2

(
1

2(AQ+1)a1

)
+1
)
−S.

Nota 7 Para que exista una bifurcación de Bogdanov-
Takens, la condición que debe cumplirse que es que el de-
terminante de la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio
correspondiente se anule, lo que implica que uno de los valo-
res propios se anula y el otro corresponde al valor de la traza
de la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio. Ahora bien,
cuando se anula la traza, el punto de equilibrio pasa a ser
un punto cúspide y se tiene la bifurcación, como menciona el
enunciado. En nuestro trabajo, el término T1 corresponde a
un factor de la traza que determina su signo.

SIMULACIONES NUMÉRICAS

A continuación se presentan simulaciones numéricas con
la finalidad de ilustrar algunos resultados técnicos obtenidos
en el análisis previo para el sistema (2).

u

v

(0,C)

(M,0) (1,0)(0,0)

Figura 2: No hay existencia de puntos de equilibrio positivo. Para
A = 0,2,C = 0,3,S = 1,Q = 0,5,M = 0,1, el punto de equilibrio

(0,C) es un atractor global asintóticamente estable

u

v

(0,C)

(0,0) (M,0) (1,0)

P1

P2

Figura 3: Existencia de dos puntos de equilibrio positivos. Para
A = 0,5,C = 0,1,S = 1,Q = 0,5,M = 0,1, P1 = (u1,u1 +C) es un
punto silla y P2 = (u2,u2 +C) es un foco estable. El punto (0,C)

es atractor local no hiperbólico.

u

v

(0,C)

(0,0) (M,0) (1,0)

P1

P2
stable limit cycle

Figura 4: Existencia de dos puntos de equilibrio positivos. Para
A = 0,0015,C = 0,001,S = 0,015,Q = 0,3775,M = 0,1, el punto
P2 = (u2,u2 +C) es inestable rodeado de un ciclo límite estable.

El punto de equilibrio (0,C) es un atractor local.
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u

v

(0,C)

(0,0) (M,0) (1,0)

P1

P2

Figura 5: Existencia de dos puntos de equilibrios positivos. Para
A = 0,0015,C = 0,001,S = 0,015,Q = 0,3785,M = 0,1,

P1 = (u1,u1 +C) es un punto silla y P2 = (u2,u2 +C) es un foco
repulsor. El punto (0,C) es atractor casi global Monzón (2005).

CONCLUSIONES

En este trabajo, hemos estudiado una modificación del mo-
delo de Leslie-Gower Leslie (1948); Leslie y Gower (1960),
considerando la colaboración entre los depredadores, am-
pliando los resultados obtenidos en un artículo anterior Ye
y Wu (2020).

Hemos verificado que el sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales (1) tiene una dinámica más variada que la
del modelo Leslie-Gower original Kot (2003), y también es
lo suficientemente diferente al sistema que considera compe-
tencia (o interferencia) entre individuos de la población de
depredadores González-Olivares y Rojas-Palma (2020).

Después de nuestro análisis, se pueden resaltar los siguien-
tes aspectos del sistema:

1. Existe un punto de equilibrio sobre el eje vertical que
es un atractor, para toda condición de parámetros, pero tam-
bién puede existir un punto de equilibrio positivo localmente
estable

Este resultado implica que ambas poblaciones podrían co-
existir o bien, la población de presas desaparece, mientras
que la población de depredadores persiste por tener un ali-
mento alternativo González-Olivares y Rojas-Palma (2021).

2. Existe un subconjunto de valores de parámetros para los
cuales la línea recta v = 1−u determina una región triangu-
lar invariante con los ejes de coordenadas. En esta subregión
aplica el Teorema de Poincaré-Bendixson Chicone (2006);
Perko (2001). Teorema de Poincaré-Bendixson La coopera-
ción en la caza por parte de los depredadores puede tener
efectos no solo positivos, sino también negativos para ellos
Hilker et al. (2017); Teixeira Alves y Hilker (2017). Si la co-
laboración es demasiado intensa, implica que la densidad de
equilibrio de depredadores disminuye con un mayor aumento
de la tasa de cooperación Jang et al. (2018); Ye y Wu (2020).

Se ha mostrado que demasiada cooperación (cuando a
→ ∞) puede ser contraproducente para los depredadores, ya
que pueden sobreexplotar a sus presas y esta tiende a la extin-
ción, porque el punto (0,C) es atractor para toda condición
de parámetros.

Consideramos que las oscilaciones de las poblaciones des-
critas por el ciclo límite obtenido para cierto subconjunto de
parámetros, pueden ser inducidas únicamente por la alimen-
tación alternativa, y debido a la cooperación. El modelo estu-
diado, está basado en la respuesta funcional lineal, la cual no

produce oscilaciones si no se considera la cooperación para
la caza González-Olivares y Rojas-Palma (2021).

La facilidad para conseguir alimento puede ayudar en la
supervivencia de la población de los depredadores. Los de-
predadores se extinguirían más fácilmente sin cooperación
en la caza entre los depedadores, pues en el modelo de Leslie-
Gower es posible que el punto (K,0) sea un atractor para
ciertas condicioneb de parámetros. Mientras que en el mode-
lo que se ha estudiado (K,0) es una punto silla y por eso no
es posible la extinción de los depredadores.
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