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Resumen— Usualmente en el mundo real las interacciones entre los depredadores y sus presas son influenciadas por diversos comporta-

mientos, tanto de las presas como de los depredores. La colaboracién o cooperacion entre los depredadores es una de esas conductas, la cual

ha recibido menor atencién que la competicidn entre los consumidores. Estos comportamientos son aspectos importantes en las dindmicas

de las cadenas alimenticias o redes tréficas. En este trabajo, nos ocuparemos de la influencia de la colaboracién o cooperacién (hunting

cooperation) entre los depredadores para consumir (o capturar) a sus presas, las cuales son afectadas por un efecto Allee.

Palabras clave— Bifurcacion, respuesta funcional, ciclo limite, modelo depredador-presa, estabilidad

Abstract— Usually in the real world the interactions between predators and their prey are influenced by several behaviors of both prey

and predators. Collaboration or cooperation between predators is one of these behaviors, which has received less attention than competition

between consumers. These behaviors are important aspects in the dynamics of food chains or trophic webs. In this work, we will deal with

the influence of collaboration between predators to consume (or capture) their prey, which are affected by an Allee effect.

Keywords—Bifurcation, functional response, limit cycle, predator-prey model, stability

INTRODUCCION

as interaccion entre los depredadores y sus presas es uno
de los aspectos relevantes en las dindmicas de las ca-
denas alimenticias o redes tréficas.

Pero a su vez las interacciones sociales entre individuos
una misma especie son un aspecto importante en la historia
de vida de muchas poblaciones. La colaboracion o coopera-
cion (hunting cooperation) entre los depredadores para cap-
turar sus presas es uno de esos comportamientos sociales y
estd recibiendo una creciente atencién de los modeladores
Jang et al. (2018); Teixeira Alves y Hilker (2017).

Este y otros fendmenos colectivos pueden tener fuertes
consecuencias en la relacién entre ellos y, ademds, modifi-
car las propiedades dindmicas de los modelos que describen
las interacciones Gonzdlez-Olivares y Rojas-Palma (2020,

2021).

La cooperacién puede originar dindmicas mas complejas e
inusuales Antonelli P. y Kazarinoff (1984). Como se muestra
en Gonzdlez-Olivares et al. (2019), es posible probar que pa-
ra cierto subconjunto de valores de pardmetros, el tamafio de
la poblacién de depredadores tiende a infinito cuando la po-
blacién de presas se extingue, situacién que aparentemente
contradice la idea de un modelo realista, sobre todo si se su-
pone que los depredadores son especialistas, es decir, la presa
es su unica fuente de alimento. Sin embargo, esto podria ser
un efecto deseable cuando la presa constituye una plaga.

La colaboracién o cooperacién entre los depredadores es
bastante frecuente, representando un mecanismo desarrolla-
do a través de la evolucion para mejorar las habilidades de
caza y las posibilidades de supervivencia Francomano et al.
(2018). Por ejemplo, los lobos que siguen a los bisontes Mac-
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Nulty et al. (2014), los perros salvajes africanos (lincaones)
que atacan a las cebras, las hienas que persiguen a los bu-
falos, corales que son consumidos por un tipo de estrella de
mar Antonelli P. y Kazarinoff (1984); Antonelli y Kazarinoff
(1990); Antonelli y Lin (1990).

En el caso de la cooperacién de caza, la respuesta fun-
cional se asume que depende tanto de la densidad de presas
como de los depredadores. Suponemos que los depredadores
cooperativos se benefician de su comportamiento, por lo que
el éxito de los ataques a las presas aumenta con la densidad
de depredadores. Representamos esta suposicion en el mode-
lo de Leslie-Gower reemplazando la tasa de ataque constante
g por un término dependiente de la densidad dado por la fun-
cion Teixeira Alves y Hilker (2017)

h@J%=M+ﬂwx=q<l+Zox

donde x = x () indica el tamafio de una poblacién de pre-
sas 'y y = y(¢) representa el tamafio de una poblacién de de-
predadores para t > 0y a > 0 es un pardmetro que describe
la cooperacién de depredadores en la caza de Teixeira Alves
y Hilker (2017); Ye y Wu (2020). Nos referiremos al término
gy como el término de cooperacion.

Debemos hacer notar que existen variadas formulaciones
matematicas para describir la colaboracién entre los depre-
dadores Antonelli P. y Kazarinoff (1984); Gonzélez-Olivares
et al. (2019); Gonzalez-Olivares y Rojas-Palma (2021).

Observamos que si permitiéramos a < 0, esto correspon-
derfa a la interferencia o competencia del depredador, pe-
ro en este caso se debe cumplir que el término g+ ay > 0,
para representar un modelo de depredacién Bazykin (1998);
Gonzdlez-Olivares y Rojas-Palma (2020).

Sin embargo, otra interpretacion es posible para la funcién
h(x,y) cuando a < 0, Suponiendo que una fraccion x, de la
poblacién de presas hace uso de un refugio fisico Maynard
Smith (1974).

El tamafio de la poblacién disponible para ser consumi-
do es x — x,. Suponiendo que la poblacién en cobertura
es proporcional al encuentro entre ambas especies, se tiene
X = oxy, con 0 > 0 Gonzélez-Olivares et al. (2017). Enton-
ces, la respuesta funcional es

h(x,y) =q(x—x)y=q(x—o0xy)y =q(l —0oy)xy,
con o = —%.

El efecto Allee

El efecto Allee es un fendmeno en Ecologia que se caracte-
riza por una correlacion entre el tamafio o la densidad de una
poblacién y la aptitud individual media de una poblacién o
especie Stephens y Sutherland (1999); Stephens et al. (1999)
(a menudo medida como la tasa de crecimiento per capita de
la poblacién). En Ciencias Pesqueras es denominado depen-
sacion Liermann y Hilborn (2001)

Es un fenémeno ecolégico que ocurre en densidades de
poblacién bajas, donde la tasa de crecimiento per cdpita es
una funcién creciente de la abundancia de la poblacién. En
tamafios de poblacién grandes esta tasa es negativa, como
ocurre en la ecuacion logistica para todos los tamaiios de po-
blacién Bazykin (1998).

Algunas poblaciones pueden exhibir el efecto Allee de-
bido a una amplia gama de fendmenos biolégicos, como la
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reduccion de la vigilancia contra la depredacién, la termo-
rregulacién social, la dificultad de apareamiento y la mala
alimentacion en bajas densidades. Sin embargo, varias otras
causas pueden conducir a este fenémeno (ver Tabla 1 en Be-
rec et al. (2007) o Tabla 2.1 en Courchamp et al. (2007)).

La forma matematica mds comun de describir el efec-
to Allee es la ecuacién diferencial no lineal Kot (2003);
Gonzalez-Olivares et al. (2011).

% = r(l—%)(x—m)x, 0)

donde x = x(¢) indica el tamafio de una poblacién para
t > 0. El pardmetro r es la tasa de crecimiento intrinseca y
K indica la capacidad de carga ambiental (con los mismos
significados que en la ecuacién logistica) Bazykin (1998); m
es el pardmetro asociado con el efecto Allee.

Observamos que la ecuacién (0) describe un efecto Allee,
cuando la tasa de crecimiento per cdpita es negativa para va-
lores de la variable x cercanos a cero, lo que ocurre, si y solo
si, — K <m<<K.

Sim > 0, el pardmetro se denomina minimo de poblacion
viable o umbral de extincion y se tiene un efecto Allee fuerte
Boukal y Berec (2002b); Courchamp et al. (1999); Gonzalez-
Olivares y Rojas-Palma (2020). Claramente, si 0 < x < m en
la ecuacién (0), se tiene que % < 0, lo que implica que la
poblacién tiende a la extincién .

Sim <0, se tiene un efecto Allee débil Boukal y Berec
(2002a, 2009); Stephens et al. (1999)

Por tanto, el efecto Allee fuerte se caracteriza por la exis-
tencia del umbral critico m > 0, por debajo del cual las po-
blaciones se extinguen; por su parte, el efecto Allee débil no
induce un umbral de extincién, de modo que poblaciones pe-
quefias pueden mantenerse en el tiempo.

Se han propuesto varias expresiones matematicas para es-
te fenémeno social, aunque muchas de ellas son topoldgica-
mente equivalentes Gonzélez-Olivares et al. (2007). Algunas
de estas ecuaciones son:

1. % - r(l_%)x_%,

donde a > 0 representa la tasa maxima de disminucién adi-
cional de las presas y b > O representa el tamafio de la pobla-
cién para el cual a se reduce a la mitad Dennis (1989); Thie-
me (2003) y la expresién también se propone en Stephens

et al. (1999).

2. % = r(l—%)( —’;’T‘ij’)x,

con m, b > 0, propuesto en Boukal y Berec (2002b) in-
corporandose a un modelo de depredacién Boukal y Berec
(2002a).

Por otro lado, investigaciones recientes muestran que dos
o mds efectos Allee producidos por diferentes causas pue-
den generar mecanismos que actian simultdneamente en una
misma poblacién (ver Tabla 2 en Berec et al. (2007) o Tabla
2.2 en Courchamp et al. (2007). La influencia combinada de
algunos de estos fendmenos se denomina efecto Allee muilti-
ple Berec et al. (2007); Boukal y Berec (2009).

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera, en la
Seccion 2 describiremos el modelo, en la Secciéon 3 descri-
biremos las propiedades fundamentales. Las implicaciones
ecoldgicas de nuestro andlisis son discutidas en la dltima
Seccién.
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PROPOSICION DEL MODELO

El modelo que se estudiard es una modificacion del ante-
rior siendo descrito por el siguiente sistema bidimensional
de ecuaciones diferenciales auténomas del tipo Kolmogorov
Freedman (1980); Goh (1980):

Xu(%)’)i{j‘;’c ~ (1_7)
di}t) = S(l 7nx{rc)y

q+ay)xy

1)

donde x = x(¢) e y =y (¢) son los tamafios de las poblacio-
nes de presas y depredadores, respectivamente, para ¢ > 0,
medidos con u = (r,K,q,a,s,n,c,m) € R}, x |—K,K[. Tie-
nen los siguientes significados ecoldgicos:

ry s indican la tasa de crecimiento intrinseca de la pobla-
cion de presas y depredadores, respectivamente,

K es la capacidad de carga del medio ambiente para las
presas,

m > 0, es el umbral de extincidn del efecto Allee que afecta
a la presa o el minimo de poblacién viable Courchamp et al.
(1999, 2007); Gonzélez-Olivares y Rojas-Palma (2020); Kot
(2003),

q es la tasa de consumo de depredadores,

n representa la cualidad energética que proporcionan las
presas como alimento para los depredadores,

c indica el tamafio mdximo disponible del alimento alter-
nativo.

a es la cooperacién del depredador en la caza constante.

El sistema (1) esta definido a lo largo del primer cuadrante,

es decir
Q={(x,y) eR*:x>0,y>0}.

Los puntos de equilibrio del sistema (1) o singularidades
del campo vectorial Xy, (x,y) son: (0,0), (m,0), cuando m >
0, (K,0), (0,c), y aquellos que estdn en la interseccion de las
isoclinas

y=nx+cy—ay*—qy+r (1 - %) (x—m)=0.

0 sea, si (x,,Ye) es un punto de equilibrio positivo, la absisa
X, satisface la ecuacién polinomial

p(x) = (r+Kan*)x* — (—Kr—mr+ Knq +2Kacn) +
K (ac2 —|—qc+mr) =0.

Surgen asi diferentes caso al considerar efecto Allee fuerte
o0 débil, es decirsim > 0,m < 0,om=0.

Propiedades bdsicas del sistema

A continuacién se presentardn algunas caracteristicas del
sistema (1). En particular, estos resultados técnicos aseguran
la buena definicion del modelo y el buen comportamiento de
las soluciones del sistema.

Lema 1 Existencia de una region invariante
El conjunto T = {(x,y) € Q: 0<x <K, y>0} es una
region positivamente invariante

Demostracion: claramente, los ejes coordenados son conjun-
tos invariantes, porque el sistema es del tipo Kolmogorov.
Sea x = K; la primera ecuacion en (1) queda

& = —(g+ay)Ky,

la cual es negativa para todo y > 0. Entonces, cualquiera sea
el signo de la segunda ecuacién ‘[‘2, las soluciones entran al
interior de la regién I' y no pueden salir de ella.
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Lema 2 Acotamiento de las soluciones
Las soluciones del sistema (1) con condiciones iniciales
en L son uniformemente acotadas

Demostracion: de la primera ecuacion del sistema (1) tene-

mos
dx

<7 (1-g) e
para todo y > 0, recordando que m < K.
También sabemos que, dada una condicién inicial x(0) =
X0 € RT
x(t) = 0, cuandot — 00y 0 < xp < m.
x(t) = K, cuandot - o0y m < xp < K.
x(t) = K, cuando t — o0y x9 > K.

Sea L = max {xy,K}; entonces x(t) < L, para todo ¢ > 0.
Si consideramos w(t) = x(z) 4+ y(¢), entonces
d = ar T
=2 +r(Z+1)x* — (g + ay)xy — mrx + sy —
(i)
nx+c

Ahora, paran >0y 0 <x < L se tiene

Dy w=—Lx3+r(2+1)x>— (g+ay)xy—mrx+sy—
2
§ (nx+c) +T]X+T]y

=—%X +r(%+1)x —mrx+nNx— ax(y + y)
_(I‘lx+C>< ‘+n (”UC"FC) )
— () s )+

s+r[) (nx+c)
4s

ax(Zla)27(nx+c)( s (nerc))
< pe (e

(s4+10)(nx+c)
4s

—mrx—l—nx—&—%x—i—

+ (v+n)

. 2
gr(%—i—l)xz—(mr—n—g— (Hﬂ)

Denotando N ala cota anterlormente encontrada en térmi—
nos de los pardmetros del sistema, se tiene que

dw

— <N.

7 +nw<

Aplicando el Teorema de comparacién para desigualdades
diferenciales Birkhoff y Rota (1980), basado en el lema de
Gronwall Perko (2001), se obtiene

N ow(0) -

w(t) < n

lo cual implica que 0 < limsup,_,,w(t) < %
Esto completa la prueba.

Nota 1 Se dice que un sistema dindmico es disipativo, si to-
das las trayectorias positivas pertenecen a un conjunto aco-
tado. Esta condicion implica que existen soluciones para to-
do tiempo positivo. El iiltimo resultado asegura esta propie-
dad para el sistema estudiado.

Definicion 1 Se dice que un sistema es permanente, si exis-
ten constantes positivas ki,ko y K1,K3 tal que toda solucion
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del sistema con alguna condicion inicial (xo,y0) € ]Ri satis-
Jaga

k< hmmfx(t X0,¥0) < limsupx(t,x0,y0) < Kj
f—yo0

ky < hmlnfy(t X0,Y0) < limsupy(z,x0,y0) < K
t—o0
Nota 2 Para una poblacion afectada por un efecto Allee
fuerte (m > 0), si no hay depredadores, existen condiciones
iniciales para las cuales la poblacion de presas tiende a cero
a medida que transcurre el tiempo. Luego, en este caso no
podria existir permanencia .

Considerando la observacién anterior, en el siguiente re-
sultado se considera el caso especial de efecto Allee débil,
esto es, cuando m = 0.

Lema 3 Permanencia de soluciones

El sistema (1) con la condicion inicial (xy,yo) € Q es per-

M

manente, si'y solo si, r > ym=0.

Demostracion: a partir de la demostracmn del lema anterior,
se tiene que limsup,_, . x(¢) < mdx {xp,K} = L = K. Ahora,
de la segunda ecuacidn del sistema (1) se tiene

dy y

o< 1—

dt  — S< nL—|—c>y
sy

< (o))

asf limsup,_, ., y(t) < méax {yp,nL+c} = K>.
Ahora bien, de la primera ecuacién en (1), considerando
m =0 se tiene

dx - _ (r(l—%)x—(q—kay)y)x

dt
<r(1_X> 3 (q+ay)y)xz
K X
r<1 _(qtaK)K, x> 2
rK1 K

%

('1+;’+12)K2 > 0 implica que r >

y asi, se puede concluir

La condicion P = 1 —
(g+aky)Ky
K

liminfx(¢) > min{xo, PK} = k.
t—>oo

Finalmente, de la segunda ecuacién de (1)

dy = s(1-2 y
dt nx—+c
y
> _Z
- s(l c)y
s
> Z(e—
2 —(e=y)y

donde ¢ > 0 se tiene que liminf,_,. y(t) > min{yo,c} = k».
Asi, el sistema (1) con efecto Allee débil m = 0 y con-
diciones iniciales (xg,yo) € Q es permanente, si y solo si,

q+aK2)K2
K,

r> ( como se deseaba demostrar.

Nota 3 El resultado anterior implica que en el caso de efec-
to Allee débil especial en las presas, la tasa intrinseca de
crecimiento de la especie debe ser lo suficientemente grande
para asegurar la permanencia del sistema.
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RESULTADOS PRINCIPALES

Para simplificar los cdlculos realizaremos un cambio de
variables y un reescalamiento del tiempo Gonzalez-Olivares
etal. (2011, 2019); Gonzélez-Olivares y Rojas-Palma (2020),
descrito a continuacion:

Lema 4 Sistema topologicamente equivalente
El sistema (1) es topoldgicamente equivalente al sistema
del tipo Kolmogrov Freedman (1980); Goh (1980) siguien-

te
u (l—u) (u—M)
&= St C—v)v

2

donde v = (Q,A,S,C,M) € R} x]—1,1], con C = &,

M= 0= A= ak yso

Demostracion: sean x = Ku e y = nKv.

Kl (r(l—u)(Ku—m))Ku

— (g +anKv)nKv
nK% =
t

K
S (1 - nlréuic) I’ZKV,
Factorizando y simplificando se tiene
" (1 —u) (u — %)
a = 'K —(1+Mv> Ly "
v (1=

dt u+ < Y,

Efectuando el cambio de escala del tiempo dado por
T= rK ¢ du __ dudt
T ute U dt T dtdee

Se obtiene ﬁnalmente,

U, (u,v):

U, (u,v):

w (1—u) (u—%)
Vy (u,v): ¢ 47 - 1—&—%\1 Ly

) (qu&)u

v _ s < _
dt K u+nK V)V
Definiendo M =%, 5= %, C= %, A= ‘"’K yO="1%se

obtiene el sistema (2).

Claramente, el sistema (2) o el campo vectorial Yy (u,v)
estd definidoen
Q:{(u,v) ERZ:uEO,VEO}.

Nota 4 Se ha construido un difeomorfismo @ : Q x R — Q x

R, tal que

o (u,v, 1) = (Ku nkv, = ”K ’L’) = (x,y,1).
El determinante de la matriz Jacobzana de la funcion @ es

K 0 0
D(P (u7v, 1,') = 0 nkK OC
1 0 u+g

rK rK
y det D@ (u,v,7) ="K (u+-2) >0,
entonces, el difeomorfismo preserva la orientacion del
tiempo.

Los puntos de equilibrio del sistema (2) o singularidades
del campo vectorial Yy (u,v) son (0,0), (1,0), (0,C), (M,0),
si M > 0, y aquellos que estdn en la interseccion de las iso-
clinas

v=u+Cy(l—u) (u—M) —Q(1+Av)v=0.

Esto implica que la absisa de los puntos de equilibrio po-

sitivos satisface la ecuacién polinomial

P(u) = (AQ+ 1) u? —aju+ap =0. 3)
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con
a=M+1-QQRAC+1),y
ap=(M+CQ(AC+1)).

De acuerdo con la Regla de cambio de signos de Descartes,
el polinomio P () tiene dos, una o ninguna raiz positiva real,
dependiendo del signo de M y del pardmetro C.

Sea

A= (a
con

by =Q0+2A0+2AC0+1,y

by =(Q—1)*—4CQ(A+AC+]1)

1) Suponiendo a; > 0, y M > 0, entonces, el polinomio
P (u) puede tener

1.1) dos raices positivas reales, si y solo si, A > 0, las cua-

les son dadas por:
gD (al + f)

u :m (al—\/g) yuy =
con0<u <wup <1.
1.2) Una raiz positiva real, si y solo si, A =0, la cual es

u =

1)> —4(AQ+1) (ap) = M* —2b 1M+ by

praniE

1.3) Ninguna raiz positiva real, si y solo si, A < 0.

2) Suponiendo a; = 0, entonces, para la ecuacién (3) se
tiene que

2.1) Si M < 0, hay dos raices reales positivas, si y solo si,
ap < 0.

2.2) Si M > 0, no hay raices reales positivas, pues, ag > 0.

3) Suponiendo a; < 0, entonces, la ecuacién (3)

3.1) tiene una raiz real positiva, si 'y solo si, M < 0, la cual

es dada por up = (AQ+1 (al + f)
3.2) no tiene raices reales positivas, siy solo si, M > 0.
Entonces, surgen varios casos para ser estudiados.

Para estudiar la estabilidad local de los puntos de equili-

brio hiperbé licos se requiere la matriz Jacobiana, la cual es:
DYy (u,v —Qu(2Av+1)(C+u

Dyy (u,v) = < fS'v g S((C—&—u—)év) : )’

donde,

DYy (u,v);, =Gu+Gu+C)+u(u+C)(M—2u+1).

con

G = ((1—u) (u=M) —Q(1+4))
Lema S Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre los
ejes

1. El punto (0,0) es,

1.1) un repulsor hiperbdlico, si 'y solo si, M > 0,

1.2) una silla hiperbdlica, si 'y solo si, M < 0,

1.3) un silla-nodo no-hiperbdlico, siy solo si, M = 0.

2. El punto (1,0) es una silla hiperbdlica.

3. El punto (0,C) es un atractor hiperbdlico.

4. El punto (M,0) es un

4.1) repulsor hiperbdlico, si 'y solo si, M > 0.

4.2) punto silla-nodo no-hiperbdlico, si y solo si, M = Q.

Demostracion: es inmediata evaluando la matriz jacobiana

1. Como
MC 0 )

DYV (070) - ( 0 SC
con detDYy (0,0) = MSC? y trDY, (0,0) = (M +S)C.
1.1) Si M > 0, detDY, (0,0) > 0y trDY, (0,0) > 0.
Segtin el teorema de la traza y del determinante, el equili-
brio (0,0) es un repulsor hiperbélico.

REVISTA
MMSB

1.2) Si M < 0, detDY,, (0,0) < 0 y el punto (0,0) es un
punto silla hiperbdlico.

1.3) Si M = 0, detDY, (0,0) = 0 y el punto (0,0) es un
punto silla-nodo no-hiperbélico.

2. Dado que
_( —(a=-Mm)(1+C) —0(1+C)
DYV(LO)( 0 S(1+C) >
Como

detDY, (1,0) = — (1—M) (14+C)* <0,
el equilibrio (1,0) es un punto silla hiperbélica.
3. Como

DYV(O’C):< M Qs(é+AC)C _(;C>
con

detDY, (0,C) = (M+Q(1+AC)C)SC >0y

DY, (0,C) = — (M +Q(1+AC) +S)C < 0.

De acuerdo con el teorema de la traza y del determinante,
el equilibrio (0,C) es un atractor hiperbdlico.
4. Debido a que

_( MO-M)(C+M) —QOM(C+M)
DYV(M’O)_( 0 S(C+M)
con detDY, (M,0) = SM (1 —M) (C+M)*.

4.1) SiM > 0, detDY, (M,0) >0y
trDYy (M,0) =M (1—-M)(C+M)+S(C+M) > 0.
Considerando el teorema de la traza y del determinante, el
equilibrio (M, 0) es repulsor.
4.2) Si M =0, detDY,, (0,0) = 0y trDY,, (0,0) = SC > 0.
siendo el colapso entre un punto silla y un punto repulsor.

En lo que sigue, consideramos M > 0, es decir, se asu-
me en el modelo que la poblacién de presas es afectada
por una efecto Allee fuerte Gonzélez-Olivares et al. (2011);
Gonzélez-Olivares y Rojas-Palma (2020); Liermann y Hil-
born (2001); Stephens y Sutherland (1999), y que los depre-
dadores son generalistas. Los casos enque M =0y M <0,
serdn analizados en un trabajo futuro.

Naturaleza de los puntos de equilibrio positivos

Suponiendo a; > 0, y M > 0, entonces, la ecuacién (3)
puede tener

1) dos raices reales positivas, si y solo si, A > 0, dadas por

ur= 2(AQ1+1)’ (al —\/K) yur = (AQ+1 (Cll +\f)
con0<M<u <up <l.
2) una raiz real positiva, si y solo si, A = 0. Esta es
u* = mal,con0<M<u* <1
Entonces, se tiene que: vi = u; +C and v = up +C.
Sea
T=2(AQ+1)u+(Q—-M+24C0 1)
=2(AQ+ 1)u—ay.
Luego,
detDYy (u,u+C) = Su(C+u)*T,
cuyo signo depende del factor T’

A su vez la traza es
DYy, (u,u+C)=(u(M—2u+1)—S5) (u+C).
Teorema 1 El equilibrio (uy,u; + C) es un punto silla hiper-

bélica.

Demostracion: reemplazando u; en el factor T se obtiene
T =2(A0+1) sy (a1 = VA) — a1 = —VA

Por lo tanto,
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detDY, (uy,uy +C) = Suy (C+uy)? (—\/K) <0.
De acuerdo con el teorema de la traza y del determinante,
el equilibrio (uj,u; +C) es un punto silla hiperbélica.

Nota 5 Antes de determinar la naturaleza del punto de equi-
librio (uy,up +C), debemos mostrar algunas propiedades
del sistema, relacionadas con las variedades estable e ines-
table del equilibrio (u,u; +C).

Denotamos por £ = W3 (uy,u; +C) la variedad estable
superior y Wi (uy,u; 4+ C) la variedad inestable derecha del
punto (uy,uy +C), respectivamente y sea W+ (1,0) la varie-
dad inestable superior del punto silla (1,0).

Teorema 2 Existe una curva homoclinica  Chico-
ne (2006); Perko (2001) determinada por las curvas
L =W (u,u1+C) y W¥(uj,u1+C), esto es, existe un
subconjunto de valores de pardmetros para el cual las dos
variedades coinciden.

Demostracion: usaremos el teorema de existencia y unicidad
de las soluciones y la geometr {a de las variedades estable e
inestable del punto silla (u1,u; +C).

Sea u* un valor fijo tal que u; < u* < 1. Sean (u*,V*)
un punto de la variedad estable superior WY (u1,u; +C)
y (u*,v") un punto de la variedad inestable derecha
Wi (ur,u; +C). Luego, se cumple que 0 < v* < v*, o bien,
0 <V <.

La variedad inestable derecha W (u;,u; +C) del punto si-
lla (u1,u; +C) no puede cruzar la recta hacia la derecha de
la recta u = 1, que es la frontera de la regién de invarianza
I'={(u,v)eQ: 0<u<1,v>0}. Entonces, esta trayec-
toria deben cambiar su direccién y retornar hacia la izquier-
da.

A su vez, el oo—limite de la variedad estable superior
W2 (u1,u1 +C) puede ser:

i) el punto (eo,0) del campo vectorial compacto del siste-
ma,

ii) el punto (uy,us 4+ C), cuando este es repulsor, 0

iii) un ciclo limite inestable rodeando al punto de equili-
brio (u2,uz +C) cuando este es atractor.

Luego, existen condiciones en el espacio de pardmetros
para los cuales

Wi (ur,ur +C) WY (ur,u1 +C) # ¢.

Entonces, existe una curva homoclinica, creada por la va-
riedad estable superior y la variedad inestable derecha del
punto silla (#,u; +C) y rodeando al punto (uy,u; 4 C).

(0 +C

(. u,+C) :

>

(0,0) u* (1,0)  u (0,0) u* (1,0) " u

Figura 1: Posicion relativa de la variedad estable superior
W (u1,u; +C) y la variedad inestable superior WY (1,0) para
diferentes condiciones paramétricas.
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Teorema 3 Existen condiciones en el espacio de pardmeros
para las cuales se genera una curva heteroclinica Chicone
(2006); Perko (2001) 7y determinada por la variedad esta-
ble superior W5 (ur,u1 +C) y la variedad inestable superior
Wi (1,0).

Demostracion: sean (u**,v*) € Wi (u,u1 +C) y (u™ ") €
Wit (1,0), con M < uy < u** < 1.Luego, 0 < v* <V, o bien,
0 <V <.

a) Supongamos, 0 < v* < V¥, entonces el @ — [mite de
Wi (1,0) debe ser el nodo atractor (0,C).

b) Supongamos, 0 < v* < V¥, entonces el @ — Imite de
Wi (1,0) puede ser

ii) el punto (u,up +C), cuando este es un nodo o foco
atractor, o

iii) un ciclo limite atractor rodeando al punto (uy,us +C),
0

iv) el punto (u1,u; +C), originando una curva heteroclini-
cavy.

Se tiene que W7 (uy,u; +C)NW(1,0) # ¢.

La naturaleza del punto de equilibrio (uy,uy + C) depende
de las posiciones relativas de las variedad estable superior
W (u1,u1 4+ C) y la variedad inestable superior WY (1,0) del
punto silla (1,0).

Teorema 4 Sean (u**,v*) € Wi (ui,u1 +C) y (™) €
Wi (1,0), con M < uy <u™ < 1.

1. Supongamos que v > V. El punto (uy,up +C) es

i) un atractor, siy solo si, S > up (M —2up + 1),

ii) un repulsor, si'y solo si, S < up (M —2up + 1),

iii) un foco débil, siy solo si, S = up (M —2up +1).

2. Supongamos que V' < V!, entonces el punto de equili-
brio (up,uy +C) es

2.1 un atractor rodeado por un ciclo limite inestable.

2.2 un nodo o foco repulsor hiperbolico y las trayectorias
del sistema (2) tienen al punto (0,C) como su @ — limite,
el cual es un equilibrio casi globalmente estable Monzon
(2005); Rantzer (2001).

Demostracion: 1. Supongamos Vv* > . Entonces,
W (ur,u; +C) estd por arriba de Wi (1,0).
Claramente, el factor T evaluado para u; es
T:2(AQ+1)m(a1+\/Z)fa1 =VA>0.
Entonces, su naturaleza depende del signo de 7. Se tiene:
trDYy (ug,up +C) = (ug (M —2upy +1) = 8) (up +C).
cuyo signo depende del factor:
Ti=uy(M—2up+1)-S.

La tesis se cumple, segtin el signo de 7.

2. Supongamos v* < v*. Entonces, W7 (u1,u; +C) estd por
debajo de W (1,0).

2.1 SiT; <0, entonces, el punto de equilibrio (uy,uy + C)
es atractor hiperbdlico (foco o nodo).

Entonces, el @ — limite de WY’ (u1,u; +C) es

2.1.1) el punto (ua,us +C), o bien

2.1.2) un ciclo limite atractor, rodeando a un ciclo limite
inestable y al punto de equilibrio (uy,u +C).

2.2 Si T} > 0, entonces, el punto (u,uz +C) es repulsor
(foco o nodo). Entonces, las soluciones con o — limite en las
vecindades del punto (uy,u; +C) tienen como ® — limite:

26



REVISTA DE MODELAMIENTO MATEMATICO DE SISTEMAS BIOLOGICOS - MMSB, VOL. 1, No. 2, diciembre 2021

2.2.1) un ciclo limite atractor (o estable), cuando
(ua,up +C) es foco, o bien,
2.2.2) el punto (0,C), cuando (u2,u + C) es nodo.

Nota 6 Cuando el punto de equilibrio es un repulsor, se pue-
de generar un ciclo limite estable mediante la bifurcacion de
Hopf. Ese ciclo limite puede romperse (bifurcacion hetero-
clinica Gaiko (2003)) y las soluciones tenderdn a lo largo
del tiempo al punto atractor (0,C). Mds detalles de esta si-
tuacion se verdn a continuacion.

Corolario 1 Existe una bifurcacion de Hopf Chicone
(2006); Perko (2001) en el punto de equilibrio (up,u; +C)
para el valor de la bifurcacion S = uy (M —2up + 1).

Demostracion: 1a demostracion sigue de la primera parte del
teorema descrito anteriormente, cuando

detDYy (up,up +C) > 0 y trDY, (u,up +C) cambia
de signo.

Ademis, la condicién de transversalidad Chicone (2006);
Perko (2001) se verifica ya que

2 (trDYy (2,12 +C)) = — (u +C) < 0.

Teorema S Bifurcacion de Chicone

(2006); Perko (2001)
El punto (u*,u* +C) es
1. silla-nodo repulsor; si y solo si,
1 1
. (M—z (2(AQ+1)a1> + 1) S,
2. silla-nodo atractor; si 'y solo si,

1 1
20+ (M_2 (2(AQ+1)a1> + 1) <5
3. punto cuspide, siy solo si,

sberon (42 () +1) =5

Bogdanov-Takens

Demostracion: cuando detDYy, (u*,u* +C) = 0, es claro que
los puntos (u1,u; +C) y (uz,uz +C) coinciden.
La tesis se cumple, segtin sea el signo de

Ti = g (M—z (mal) + 1) s,

Nota 7 Para que exista una bifurcacion de Bogdanov-
Takens, la condicion que debe cumplirse que es que el de-
terminante de la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio
correspondiente se anule, lo que implica que uno de los valo-
res propios se anula y el otro corresponde al valor de la traza
de la matriz jacobiana evaluada en el equilibrio. Ahora bien,
cuando se anula la traza, el punto de equilibrio pasa a ser
un punto cuspide y se tiene la bifurcacion, como menciona el
enunciado. En nuestro trabajo, el término T\ corresponde a
un factor de la traza que determina su signo.

SIMULACIONES NUMERICAS

A continuacidén se presentan simulaciones numéricas con
la finalidad de ilustrar algunos resultados técnicos obtenidos
en el andlisis previo para el sistema (2).

REVISTA
MMSB

Figura 2: No hay existencia de puntos de equilibrio positivo. Para
A=02,C=03,5=1,0=0,5,M = 0,1, el punto de equilibrio
(0,C) es un atractor global asintGticamente estable

/(M.0) (1:0)

Figura 3: Existencia de dos puntos de equilibrio positivos. Para
A=05=0,1,5=1,0=0,5M=0,1, P1 = (uj,u; +C) esun
punto silla y P2 = (up,up + C) es un foco estable. El punto (0,C)
es atractor local no hiperbdélico.

stable limitcycle

0.0)

/!
(0,0) 7 (M,0) (10

Figura 4: Existencia de dos puntos de equilibrio positivos. Para
A=0,0015,C=0,001,S =0,015,0 = 0,3775,M = 0,1, el punto
P2 = (up,up +C) es inestable rodeado de un ciclo limite estable.

El punto de equilibrio (0,C) es un atractor local.
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Figura 5: Existencia de dos puntos de equilibrios positivos. Para
A =0,0015,C =0,001,5§=0,015,0 =0,3785,M = 0,1,
P1 = (u1,u; +C) es un punto silla y P2 = (up,u» +C) es un foco
repulsor. El punto (0,C) es atractor casi global Monzén (2005).

CONCLUSIONES

En este trabajo, hemos estudiado una modificacién del mo-
delo de Leslie-Gower Leslie (1948); Leslie y Gower (1960),
considerando la colaboracién entre los depredadores, am-
pliando los resultados obtenidos en un articulo anterior Ye
y Wu (2020).

Hemos verificado que el sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales (1) tiene una dindmica més variada que la
del modelo Leslie-Gower original Kot (2003), y también es
lo suficientemente diferente al sistema que considera compe-
tencia (o interferencia) entre individuos de la poblacion de
depredadores Gonzdlez-Olivares y Rojas-Palma (2020).

Después de nuestro andlisis, se pueden resaltar los siguien-
tes aspectos del sistema:

1. Existe un punto de equilibrio sobre el eje vertical que
es un atractor, para toda condicién de pardmetros, pero tam-
bién puede existir un punto de equilibrio positivo localmente
estable

Este resultado implica que ambas poblaciones podrian co-
existir o bien, la poblacién de presas desaparece, mientras
que la poblacién de depredadores persiste por tener un ali-
mento alternativo Gonzalez-Olivares y Rojas-Palma (2021).

2. Existe un subconjunto de valores de pardmetros para los
cuales la linea recta v = 1 — u determina una region triangu-
lar invariante con los ejes de coordenadas. En esta subregion
aplica el Teorema de Poincaré-Bendixson Chicone (2006);
Perko (2001). Teorema de Poincaré-Bendixson La coopera-
cién en la caza por parte de los depredadores puede tener
efectos no solo positivos, sino también negativos para ellos
Hilker et al. (2017); Teixeira Alves y Hilker (2017). Si la co-
laboracion es demasiado intensa, implica que la densidad de
equilibrio de depredadores disminuye con un mayor aumento
de la tasa de cooperacién Jang et al. (2018); Ye y Wu (2020).

Se ha mostrado que demasiada cooperacion (cuando a
— o) puede ser contraproducente para los depredadores, ya
que pueden sobreexplotar a sus presas y esta tiende a la extin-
cién, porque el punto (0,C) es atractor para toda condicién
de pardmetros.

Consideramos que las oscilaciones de las poblaciones des-
critas por el ciclo limite obtenido para cierto subconjunto de
pardmetros, pueden ser inducidas inicamente por la alimen-
tacion alternativa, y debido a la cooperacion. El modelo estu-
diado, estd basado en la respuesta funcional lineal, la cual no

E GONZALEZ-OLIVARES et al.

produce oscilaciones si no se considera la cooperacién para
la caza Gonzalez-Olivares y Rojas-Palma (2021).

La facilidad para conseguir alimento puede ayudar en la
supervivencia de la poblacién de los depredadores. Los de-
predadores se extinguirian mds facilmente sin cooperacién
en la caza entre los depedadores, pues en el modelo de Leslie-
Gower es posible que el punto (K,0) sea un atractor para
ciertas condicioneb de pardmetros. Mientras que en el mode-
lo que se ha estudiado (K,0) es una punto silla y por eso no
es posible la extincién de los depredadores.
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