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RESUMEN

Con el gran crecimiento que han tenido las actividades humanas cerca de zonas costeras en los últimos años, resulta inevi-
table comprender las consecuencias que estas tienen sobre los ecosistemas marinos. La dinámica entre peces herbívoros y
macroalgas son una de las relaciones que han sido afectadas debido a actividades antropogénicas como la pesca y el turismo.
En este trabajo se propone un modelo matemático basado en ecuaciones diferenciales que analiza la dinámica existente entre
peces herbívoros, algas y actividades humanas. Del análisis del modelo se concluye que escenarios de exclusión de las algas
son posibles cuando se aplican estrategias estrictas sobre las actividades humanas. En contraste, escenarios de coexistencia
de algas, peces herbívoros y actividades antropogénicas ocurren si estas últimas ocurren de manera moderada. Simulaciones
numéricas muestran los resultados obtenidos. Finalmente, discutimos a detalle las implicaciones biológicas y sociales de
aplicar estrategias de control a las actividades antropogénicas, lo cual puede ser de utilidad para los tomadores de decisiones
en cuestiones de sostenibilidad.

Palabras Claves:

Actividades antropogénicas, estrategias de control, escenarios sostenibles, ecosistemas marinos.

ABSTRACT

With the rapid growth of human activities near coastal zones in recent years, it results inevitable to try to understand the
consequences that they have on marine ecosystems. The dynamic between herbivorous fish and macroalgae are an example
of relationships that had been affected due to anthropogenic activities like fishing and tourism. In this work, we propose a
mathematical model based on differential equations that analyzes the existent dynamic among herbivorous fish, macroalgae
and human activities. From the analysis of the model, we conclude that exclusion scenarios for the algae population are
possible when strict strategies are applied on the human activities. In contrast, coexistence scenarios of herbivorous fish,
macroalgae and anthropogenic activities may occur if the latter occur in a moderate way. Also, numerical simulations of the
results are shown. Finally, we discuss in detail biological and social implications of applying control strategies to anthropo-
genic activities, which can be helpful for decision-makers on sustainability issues.
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Anthropogenic activities, control strategies, sustainable scenarios, marine ecosystems.
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INTRODUCCIÓN

L os efectos antropogénicos sobre la naturaleza han cam-
biado la biodiversidad de algunos sitios. En particular,

actividades humanas cerca de zonas costeras están dañando
la biodiversidad de los ecosistemas marinos (Vikas and Dwa-
rakis, 2015; Chatterjee, 2017). Por ejemplo, la estructura y
función de arrecifes de coral son afectados por estresores an-
tropogénicos tales como la pesca y el turismo (Leitão et al.,
2023). Además, efectos derivados de ambas actividades an-
tropogénicas tienen una relación directa con la degradación
de los arrecifes coralinos (Lachs and Oñate-Casado, 2020).

Gil et al. (2015) muestran que el turismo basado en snor-
kel o buceo son factores que impulsan la degradación ecoló-
gica de arrecifes coralinos. En su investigación en la Bahía de
Akumal, México, los autores reportan que los arrecifes de co-
ral son degradados debido a esos servicios turísticos. En par-
ticular, la disminución de la abundancia de peces herbívoros
puede ser atribuido a que los peces de arrecife pierden parte
de su hábitat debido al contacto físico directo, el cual está
asociado a tocar, pisotear y fondear botes. Eastwood et al.
(2017) reportan que en Miche, República Dominicana, los
arrecifes están amenazados por actividades turísticas, la so-
brepesca, daños estructurales provocados por los humanos y
el blanqueamiento de corales. En Miche, los pescadores usan
redes de enmalle, con las cuales capturan peces de todos los
tamaños y en diferentes estadios de su ciclo de vida. En par-
ticular, ellos capturan peces herbívoros, lo cual contribuye a
la degradación de los arrecifes en Miche. Otros factores aso-
ciados al turismo que resultan adversos para los ambientes
marinos es la descarga de aguas residuales y de materia or-
gánica (Fabricius, 2005; Redding et al., 2013).

La disminución de peces herbívoros, debido a la perdida
de su hábitat, la sobrepesca, la descarga de aguas residuales,
y la descarga de materia orgánica, fomentan el desarrollo de
macroalgas en un ecosistema. Esto se debe en primer lugar,
a que la pesca de peces herbívoros elimina a los reguladores
naturales de las algas (López-Jiménez et al., 2020). En se-
gundo lugar, un incremento de fuentes de carbono asociadas
a las descarga de aguas residuales y materia orgánica fomen-
tan el desarrollo de macroalgas en un ecosistema (Lapointe
et al., 2005; Davidson et al., 2014). Es de enfatizar que el
crecimiento desmedido de la cobertura de las algas, la cual
va en aumento (Hallegraeff, 1993), parece tener una relación
directa con la degradación de arrecifes coralinos. Esta dismi-
nución de los arrecifes ocurre debido a que las algas y los co-
rales compiten por los nutrientes bentónicos (Bauman et al.,
2010; Brown et al., 2017).

Efectos antropogénicos sobre ecosistemas han sido estu-
diados a través de modelos matemáticos basados en ecuacio-
nes diferenciales. A continuación se mencionan algunos de
estos modelos. Efectos de la industrialización sobre los bos-
ques han sido estudiados en Agarwal et al. (2010); Dubey
(1997); Dubey and Das (1999); Dubey and Hussain (2003);
Dubey et al. (2009); Dubey (2012); Dubey et al. (2003);
Misra and Lata (2015); Misra et al. (2014a,b); Shukla et al.
(1988, 1989, 2011). Impactos de actividades mineras sobre

los recursos de un bosque y la vida silvestre ha sido estudia-
do por Jyotsna and Tandon (2017). Efectos de actividades tu-
rísticas sobre la calidad del ambiente han sido estudiados por
diferentes autores. Por ejemplo, los efectos del turismo y la
infraestructura turística sobre la calidad del ambiente han si-
do estudiados en Casagrandi and Rinaldi (2002); Lacitignola
et al. (2007), los efectos del turismo de naturaleza sobre un
bosque y la vida silvestre se analiza en Villavicencio-Pulido
et al. (2023). El impacto de la pesca en arrecifes de cora-
les han sido estudiados en Zikkah et al. (2020a,b); Quintero
et al. (2016). También, los efectos de la pesca y caza de aves
en una reserva ecológica ha sido estudiado en Diop and Séne
(2016, 2018).

En este trabajo se propone un modelo matemático que
describe la dinámica poblacional de algas y peces herbívo-
ros cuando estresores antropogénicos afectan su dinámica. El
análisis del modelo permitirá proponer condiciones sobre las
actividades humanas para controlar o erradicar la población
de algas. Para este propósito, en el proceso de modelación,
se considera que diversos actividades humanas ejercen pre-
sión positiva sobre las algas y presión negativa para los peces
herbívoros.

EL MODELO

En esta sección se construye un modelo que describe la
dinámica entre algas, peces herbívoros y actividades antro-
pogénicas, las cuales serán denotadas por A, H y P, respec-
tivamente. En la construcción del modelo se considera que
en ausencia de peces herbívoros y actividades antropogéni-
cas, la dinámica poblacional de las algas está descrita por un
crecimiento logístico. En el proceso de modelado se consi-
dera dos efectos sobre los nacimientos y las muertes de las
algas. En primer lugar, la tasa de crecimiento per capita de
las algas es una función decreciente de su densidad pobla-
cional. En segundo lugar, la tasa per capita de muerte es una
función creciente de la densidad poblacional. Ambos efectos
están asociados a la competencia intraespecífica. Entonces

bA = bA
0 −bA

1 A,
dA = dA

0 +dA
1 A.

(1)

Las expresiones bA y dA son las tasa de nacimientos y muer-
tes de las algas, respectivamente. En (1), bA

0 y dA
0 son las tasas

de nacimiento y muerte a densidad cero mientras que bA
1 y dA

1
modela los factores denso-dependientes que regulan a la po-
blación de algas.

Si en el proceso de modelado se considera que las activida-
des humanas incrementa los nacimientos y reduce las muer-
tes de las algas, entonces la ecuación (1) puede reescribirse
como

bA = bA
0 −

bA
1 A

h+P ,

dA = dA
0 +

dA
1 A

h+P .
(2)

En (2), h+P es el factor asociado a las actividades antro-
pogénicas que regula nacimientos y muertes de las algas. Al
considerar que la muerte de algas aumenta por la presencia
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de peces herbívoros, la tasa de muerte dada en (2) puede re-
escribirse como

bA = bA
0 −

bA
1 A

h+P ,

dA = dA
0 +

dA
1 A

h+P +nH.
(3)

El parámetro n en (3) es el factor en el que se incrementa la
muerte de algas debido a la presencia de peces herbívoros.
La tasa per capita de cambio en la densidad poblacional de
las algas, nacimientos menos muertes, está dada por

Ȧ
A
= a− bA

h+P
−nH, (4)

con a = bA
0 −dA

0 y b = bA
1 +dA

1 .
En la ecuación (4), el parámetro a es la tasa de crecimien-

to per capita en densidad poblacional cero mientras que el
parámetro b es la tasa de competencia intraespecífica.

Para construir la ecuación para los peces herbívoros se pro-
cederá de manera análoga a la construcción de la ecuación de
las algas dada en (4).

Para este fin, considere que en la población de peces her-
bívoros, los nacimientos decrecen por competencia intraes-
pecífica pero aumentan debido al consumo de las algas. Ade-
más, considere que en la población de herbívoros, las muer-
tes aumentan por la competencia intraespecífica y por la cap-
tura de peces debido a la actividad pesquera. Entonces, los
nacimientos y la muertes en la población de herbívoros están
dados por

bH = bH
0 −bH

1 H +mA,
dH = dH

0 +dH
1 H + f P. (5)

En las expresiones dadas en (5), los parámetros m y f son
los factores de regulación de nacimientos y muertes por el
consumo de algas y las actividades antropogénicas, respec-
tivamente. Por lo tanto, la tasa per capita de cambio en la
densidad poblacional de los peces herbívoros está dada por

Ḣ
H

= d − cH − f P+mA. (6)

con d = bH
0 −dH

0 y c = bH
1 +dH

1 . En la ecuación (6), el pará-
metro d es la tasa de nacimientos de peces herbívoros, c es la
tasa de competencia intraespecífica entre los peces herbívo-
ros, f es la tasa de explotación de los peces herbívoros por los
pescadores, y finalmente, m es la proporción de nacimientos
de peces debido al consumo de algas.

Finalmente, en la construcción de la ecuación de las activi-
dades antropogénicas se considera que la tasa de crecimiento
per capita de las actividades humanas aumenta por la presen-
cia de peces herbívoros a una tasa g. Además, se considera
que las actividades humanas son controladas a una tasa j.
Entonces, la dinámica de las actividades humanas esta regi-
da por la siguiente ecuación.

Ṗ
P
= gH − jP. (7)

En la ecuación (6), el parámetro g es la tasa de crecimiento
de actividades antropogénicas debido a la presencia de peces

herbívoros mientras que el parámetro j es la tasa de control
de las actividades antropogénicas debidas a medidas externas
aplicadas por las agencias gubernamentales.

Usando las ecuaciones (4), (6) y(7), el modelo que descri-
be la interacción entre algas, peces herbívoros y actividades
antropogénicas está dado por

Ȧ = bA
( a

b −
A

h+P

)
−nAH,

Ḣ = cH
( d

c −H
)
− f PH +mAH,

Ṗ = gPH − jP2.

(8)

El modelo (8) describe la dinámica poblacional de algas y
peces herbívoros cuando factores antropogénicos incremen-
tan la capacidad de carga de las algas debido a un incremento
de materia orgánica asociada a los turistas, la cual sirve de
sustrato a las algas. Además, se considera una disminución
de peces que son reguladores naturales de las poblaciones de
algas debido a destrucción del hábitat inducida por activida-
des humanas. Además, el modelo describe un decrecimiento
de las poblaciones de peces herbívoros debido a que se ejecu-
tan actividades turísticas y pesca. En el proceso de modelado
se considera que las actividades antropogénicas tales como
el snorkel, el buceo y la pesca aumentan como función de
la densidad de los peces herbívoros y decrecen debido a la
aplicación de estrategias de control.

En la siguiente sección se muestran resultados de existen-
cia y estabilidad de puntos de equilibrio del modelo dado en
(8).

EXISTENCIA Y ESTABILIDAD DE PUNTOS DE
EQUILIBRIO DEL MODELO

En está sección se enunciarán resultados de existencia y
estabilidad de equilibrios del modelo. En primer lugar se
enunciarán resultados sobre los equilibrios de frontera del
modelo, los cuales describen escenarios de exclusión de al
menos una especie. En segundo lugar se enunciarán resul-
tados asociados a los equilibrios interiores del modelo, los
cuales describen escenarios de coexistencia entre algas, pe-
ces hebívoros y actividades humanas.

ESCENARIOS DE EXCLUSIÓN

El modelo dado en (8) presenta los siguientes equilibrios
de frontera.

Exclusión de dos poblaciones:

E0 = (0,0,0),E1 =
( ah

b ,0,0
)
,E2 = (0, d

c ,0). (9)

Exclusión de una población:

E3 =
(

h(ca−dn)
bc+hmn , ahm+bd

bc+hmn ,0
)
,E4 =

(
0, d j

c j+ f g ,
dg

c j+ f g

)
.

(10)
Observe que el equilibrio E3 tiene sentido biológico si y

sólo si ca−dn > 0.
A continuación se muestra el siguiente resultado sobre la

estabilidad de los equilibrios de frontera.

Teorema 1 Para el modelo dado en (8), con los equilibrios
de frotera dados en (9) y (10).

doi: 10.58560/rmmsb.v04.e.024.02

https://doi.org/10.58560/rmmsb.v04.e.024.02


5 de 10 UN MODELO DE ECOSISTEMA MARINO SOSTENIBLE Rios-Carrillo, L.H. et al.

a) Los equilibrios E0, E1, E2 y E3 son inestables para todos
los valores de los parámetros del modelo.

b) El equilibrio E4 es localmente asintóticamente estable
si y sólo si a < n jd

c j+ f g .

Demostración El jacobiano del modelo dado en (8) está dado
por

J(A,H,P) =
b
( a

b −
2A

h+P

)
−nH −nA bA2

(h+P)2

mH d −2Hc− f P+mA − f H

0 gP gH −2 jP

 .
(11)

Al evaluar el jacobiano dado en (11) en el equilibrio E0
se tiene que los valores propios asociados a este caso están
dados por: λ1 = a, λ2 = d y λ3 = 0. Observe que existe al
menos un valor propio con parte real positiva para cualquier
valor de los parámetros del modelo. Por lo tanto, E0 es ines-
table para todos los valores de los parámetros del modelo.

Evaluando el jacobiano en (11) en el equilibrio E1 se tiene
que los valores propios asociados a este caso son λ1 = −a,
λ2 = d+ ahm

b y λ3 = 0. En este caso λ2 > 0 para todos los va-
lores de los parámetros del modelo. Por lo tanto, E1 es ines-
table para todos los valores de los parámetros del modelo.

De manera análoga a los casos anteriores se puede demos-
trar que los valores propios asociados al equilibrio E2 están
dados por λ1 =−d, λ2 =

gd
c y λ3 =

ac−nd
c . Note que, λ2 > 0

para todos los valores de los parámetros. Por lo tanto se pue-
de concluir que E2 es inestable para todos los valores de los
parámetros del modelo.

Los valores propios asociados a E3 están dados por λ3 =
g(ahm+bd)

bc+nhm y las soluciones de la ecuación

a1λ
2 +a2λ +a3 = 0.

con a1 = (bc+nhm), a2 = (cahm+dbc+b(ca−dn)) y
a3 = (ca−dn)(ahm+bd).

Dado que λ3 > 0 siempre se concluye que E3 es inestable
para todos los valores de los parámetros del modelo.

Finalmente, al evaluar en E4 el jacobiano del modelo dado
en (11) se tiene que los valores propios están dados por

λ1 = 1
2

(
−c j− jg+

√
c2 j2−2g j2c+ j2g2−4g2 j f

)
d

c j+ f g ,

λ2 = − 1
2

(
c j+ jg+

√
c2 j2−2g j2c+ j2g2−4g2 j f

)
d

c j+ f g ,

λ3 = ac j+a f g−n jd
c j+ f g .

(12)

En particular, λ1 y λ2 son las raíces del polinomio
P(λ ) = (c j+ f g)λ 2 + ( jdc+ jdg)λ + gd2 j, el cual es un
polinomio de Hurtwitz. Por lo tanto, ambas raíces son nega-
tivas. Además. λ3 < 0 si y sólo si a < n jd

c j+ f g .
Por lo tanto, E4 es localmente asintóticamente estable si y

sólo si a < n jd
c j+ f g . □

ESCENARIO DE COEXISTENCIA ENTRE ESPECIES

En esta sección se mostrará la existencia y estabilidad de
puntos de equilibrio no triviales del modelo. Para este propó-
sito, el campo vectorial del modelo dado en (8) se igualará a
cero. Entonces, igualando a cero la tercera ecuación de (8) y
resolviendo para P ̸= 0 se obtiene

P =
gH

j
. (13)

Sustituyendo el valor de P dado en (13) en las dos primeras
ecuaciones de (8) se tiene el siguiente sistema

bA

(
a
b −

A(
h+ gH

j

)
)
−nAH = 0,

cH
( d

c −H
)
− f gH2

j +mAH = 0.

(14)

Al resover la primera ecuación de (14) para A se obtienen
las soluciones

A1 = 0 y A2(H) = − nH2g
jb + (ag−nh j)H

jb + ah
b .

(15)
Observe que, la función A2(H) en (15) es una parábola,

la cual se hace cero en H = − h j
g y H = a

n . Además, A2(H)

alcanza su máximo en HM = ag−nh j
2ng .

Al resolver la segunda ecuación de (14) para A, se tiene

A3(H) =
(c j+ f g)H − jd

jm
. (16)

La función A3(H), dada en (16), es una recta con pendiente
positiva, la cual se hace cero en H = jd

c j+ f g .
Al analizar el comportamiento geométrico de las funcio-

nes A2(H) y A3(H) se observan dos configuraciones posi-
bles, las cuales se muestran en la Figura 1. Observe que las
intersecciones de A2(H) y A3(H) son dos coordenadas del
punto de equilibrio del modelo.

En este momento estamos en condiciones de establecer un
resultado de existencia y unicidad de un equilibrio del mode-
lo, el cual describe un escenario de coexistencia entre espe-
cies.

Teorema 2 Sea a∗ = n jd
c j+ f g y E5 = (A∗,H∗,P∗) cuyas coor-

denadas están dadas en (17) . El modelo mostrado en (8) ad-
mite un único punto de equilibrio positivo si y sólo si a > a∗.

Demostración Analizando A2(H) y A3(H), dados en (15)
y (16), se observan los tres casos mencionados a continua-
ción. En un primer caso, si jd

c j+ f g < a
n , entonces el punto

de intersección (H∗,A∗) satisface que H∗ > jd
c j+ f g . Entonces,

A3(H∗) > 0. Por lo tanto, el equilibrio (A∗,H∗,P∗) tiene to-
das sus coordenadas positivas; ver Figura 1 casos (a) y (d). En
un segundo caso, si jd

c j+ f g = a
n , entonces la coordenada H∗ en

el punto de intersección (H∗,A∗) satisface que H∗ = jd
c j+ f g .

Entonces, A3(H∗) = 0. Por lo tanto, la coordenada A∗, en el
equilibrio (A∗,H∗,P∗), es cero; ver Figura 1 casos (b) y (e).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 1: Los incisos (a), (b) y (c) están asociados al caso en el que A′
2(0) es positivo. Estos casos muestran escenarios en los cuales

A2(H) alcanza su valor máximo en un valor positivo de H. En contraste, los incisos (d), (e) y (f) están asociados al caso en el A′
2(0) es

negativa. Estos casos muestran escenarios en los cuales A2(H) alcanza su valor máximo en un valor negativo de H.

En este caso, el equilibrio es un equilibrio de frontera. Fi-
nalmente, en un tercer caso, si jd

c j+ f g > a
n , entonces el punto

de intersección (H∗,A∗) satisface que H∗ < jd
c j+ f g . Entonces,

A3(H∗)< 0. Por lo tanto, la coordenada A∗ < 0, en el equili-
brio (A∗,H∗,P∗), es negativa; ver Figura 1 casos (c) y (f). En
este caso, el equilibrio no tiene sentido biológico.

Resolviendo el sistema de ecuaciones algebraicas no li-
neales, dado en (14), para H∗ y A∗ y sustituyendo el valor
de H∗ en la ecuación para el equilibrio en P∗, dado en (13),
se obtiene de manera explicita las coordenadas del equilibrio
E5 = (A∗,H∗,P∗), las cuales están dadas por

H∗ =

(
−ag+nh j

jb + c j+ f g
jm

)
+

√(
−ag+nh j

jb + c j+ f g
jm

)2
+4
(

ng
jb

)
( ah

b + d
m )

−2
(

ng
jb

) ,

P∗ =

(
−ag+nh j

jb + c j+ f g
jm

)
+

√(
−ag+nh j

jb + c j+ f g
jm

)2
+4
(

ng
jb

)
( ah

b + d
m )

−2( n
b )

,

A∗ = (c j+ f g)H∗− jd
jm .

(17)
Por lo tanto, para a > a∗, el equilibrio E5 = (A∗,H∗,P∗) es
único. □

Observe que cuando E5 existe el equilibrio E4 es inestable;
ver Teorema 1. Definamos a∗ = n jd

c j+ f g . Entonces, el mode-
lo (8) admite un único punto de equilibrio con coordenadas
positivas si y sólo si a > a∗. En la siguiente subsección se
analizará la estabilidad del equilibrio E5.

DIRECCIÓN DE LA BIFURCACIÓN

Conocer la dirección de la bifurcación del modelo dado
en (8) en E4 cuando a = a∗ permitirá concluir la existencia
y estabilidad de los equilibrios que existen en una vecindad
de E4. Castillo-Chávez and Song (2004) describen una teoría
que sirve para dos propósitos: la estabilidad local de punto de
equilibrio no hiperbólicos y la existencia de otros equilibrios.
Para determinar la dirección de la bifurcación se tienen que
calcular dos coeficientes, α y β , los cuales están asociados a
la forma normal

dγ

dt
=

α

2
γ

2 +βφγ = γ

(
α

2
γ +βφ

)
. (18)

La expresión explícita de α y β será calculada usando el Teo-
rema 2 mostrado en Castillo-Chávez and Song (2004), el cual
se muestra a continuación.

Teorema 3 Considérese el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales

ẋ = f (x,φ), f : R×R→ Rn y f ∈ C2(R2 ×R).

Sin perdida de generalidad, supóngase que 0 es un punto de
equilibrio del sistema (19) para todos los valores del pará-
metro φ . Es decir

f (0,φ)≡ 0 para todo φ .

A1 : A = Dx f (0,0) = ∂ fi
∂x j

(0,0) es la matriz linealizada del
sistema (19) alrededor del equilibrio 0 con φ evaluando
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en 0. Cero es un valor propio simple de A y todos los
otros valores propios de A tienen parte real negativa.

A2: La matriz A tiene un valor propio derecho no negativo w
y un vector propio izquierdo v correspondiente al valor
propio cero.

Sea fk la k-ésima componente de f y

α = ∑
n
k,i, j=1 vkwiw j

∂ 2 fk
∂xi∂x j

(0,0),

β = ∑
n
k,i=1 vkwi

∂ 2 fk
∂xi∂φ

(0,0).
(19)

Las dinámicas locales de (19) alrededor de 0 están determi-
nadas totalmente por a y b.

i) α > 0,β > 0. Cuando φ < 0 con |φ | ≪ 1, x = 0 es lo-
calmente asintóticamente estable, y existe un equilibrio
inestable; cuando 0 < φ ≪ 1, 0 es inestable y existe un
equilibrio negativo localmente asintóticamente estable.

ii) α < 0,β < 0. Cuando φ < 0 con |φ |≪ 1, 0 es inestable,
cuando 0 < φ ≪ 1, 0 es localmente asintóticamemte es-
table y existe un equilibrio positivo inestable.

iii) α > 0,β < 0. Cuando φ < 0 con |φ | ≪ 1, 0 es ines-
table, y existe un equilibrio negativo localmente asin-
tóticamente estable; cuando 0 < φ ≪ 1, 0 es estable y
aparece un equilibrio positivo inestable.

iv) α < 0,β > 0. Cuando φ < 0, 0 cambia de negativo a
positivo, 0 cambia su estabilidad de estable a inestable.
Correspondientemente, un equilibrio negativo inestable
llega a ser positivo y localmente asintóticamente esta-
ble.

A continuación se enunciará un resultado sobre la direc-
ción de la bifurcación que presenta el modelo dado en(8) en
E4, cuando a = a∗.

Teorema 4 El modelo dado en (8) presenta una bifurcación
transcrítica en E4 cuando a = a∗.

Demostración Mostraremos que los coeficientes dados en
(19) para el modelo propuesto satisfacen las condiciones da-
das en iv) para a∗ = n jd

c j+ f g . La linealización del modelo alre-
dedor del equilibrio E4 esta dado por

J(E1,a∗) =


0 0 0

m jd
c j+ f g − jdc

c j+ f g − f jd
c j+ f g

0 g2d
c j+ f g − g jd

c j+ f g

 . (20)

El jacobiano dado en (20) tiene asociado los valores propios
λ1 = 0 y los dados por las raíces del polinomio característi-
co F(λ ) = λ 2 + jd(g+c)λ

c j+ f g + gd2 j
c j+ f g . Dado que sus coeficientes

son positivos, se satisface el criterio de Routh-Hurwitz. Por
lo tanto los otros dos valores propios tiene parte real negativa.

Al calcular los vectores propios derecho e izquierdo asocia-
dos a λ1 = 0 se obtiene

w =
[

c j+ f g
gm , j

g ,1
]T

,

v =
[

gm
c j+ f g ,0,0

]
,

(21)

respectivamente. Note que v ·w = 1. Considerando el modelo
dado en (8), y las derivadas mencionadas en el Teorema 3, las
únicas derivadas no cero están dadas por

∂ 2 f1
∂A2 = − 2b(

h+ dg
c j+ f g

) ,
2 ∂ 2 f1

∂A∂H = −2n.
(22)

Utilizando los vectores y las derivadas mostradas en (21) y
(22), respectivamente, los coeficientes α y β están dados por

α = − 2(c j+ f g)b

gm
(

h+ dg
c j+ f g

) − 2 jn
g < 0,

β = 1 > 0.
Al aplicar el caso iv en el Teorema 3 se concluye que la

dirección de la bifurcación es hacia adelante. Por lo tanto el
modelo presenta una bifurcación transcrítica en E4 cuando
a = a∗. □

Por lo tanto, si a < a∗, E4 es localmente asintóticamen-
te estable. En contraste, si a > a∗, entonces E5 aparece y es
localmente asintóticamente estable mientras que E4 es ines-
table. En este caso, E5 tiene sentido biológico, entonces un
escenario de coexistencia entre las tres especies es posible.
La Figura 2 muestra el diagrama de bifurcación asociado al
modelo propuesto.

Figura 2: Diagrama de bifurcación asociado al modelo dado en (8)

.

A continuación se mostrarán simulaciones numéricas de
las soluciones del modelo para ilustrar los resultados obteni-
dos.

SIMULACIONES NUMÉRICAS DE LAS SOLU-
CIONES DEL MODELO

En está sección se muestran simulaciones numéricas de
las soluciones del modelo para diferentes valores de sus pa-
rámetros. De acuerdo al Teorema 4, el modelo presenta una
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bifurcación transcrítica en a = a∗. A continuación se mostra-
rán ejemplos para los cuales a < a∗ y a > a∗.

Para ejemplificar el escenario en el que las algas son ex-
cluidas del sistema (a < a∗), los valores de los parámetros
del modelo están dados por a = 0.20, b = 0.2, h = 1, n = 0.4,
d = 10, c = 7.1, m = 0.05, g = 0.8, j = 0.2, y f = 0.2. Con
estos valores de los parámetros a∗ = n jd

c j+ f g = 0.51. Observe
que a < a∗, por lo tanto, no existen puntos de equilibrio don-
de A∗ > 0 y el equilibrio E4 es localmente asintóticamente
estable. La Figura 3 muestra que para distintas condiciones
iniciales, las soluciones del modelo convergen al equilibrio
E4, en que las algas se extinguen y los peces y los pescadores
coexisten. Para los valores de los parámetros usados, el equi-
librio que describe un escenario de coexistencia entre las tres
especies no existe. Los puntos de equilibrio de exclusión de
dos o todas las poblaciones son

E0 = (0,0,0),E1 = (1.03,0,0), y E2 = (0,1.4,0).

El equilibrio de exclusión de una población es

E4 = (0,1.26,5.06).

Figura 3: Soluciones del modelo propuesto muestran que la
población de algas es excluida. Observe que para diferentes

condiciones iniciales las soluciones convergen al equilibrio E4.

Para mostrar el escenario en el que coexisten las tres espe-
cies (a > a∗) se usarán los mismos valores de los parámetros
que los usados en la Figura 3, excepto que el valor de a es
cambiado. Para este caso, a = 4.506329114, entonces la con-
dición de existencia del equilibrio no trivial dada por a > a∗

se cumple. En este escenario, el equilibrio E2 es inestable
mientras que el equilibrio E5 es localmente asintóticamente
estable. La Figura 4 muestra que las soluciones del mode-
lo convergen a un equilibrio no trivial, el cual describe un
escenario de coexistencia entre las tres poblaciones. En este
escenario los puntos de equilibrio de frontera de exclusión de
dos poblaciones o todas están dados por:

E0 = (0,0,0), E1 = (22.53,0,0), E2 = (0,1.40,0).

Los equilibrios de exclusión de una población están dados
por:

E3 = (19.44,1.544,0) E4 = (0,1.26,5.06).

El punto de equilibrio interior es

E4 = (0,1.26,5.06).

Observe que en este caso, HM = ag−nh j
2ng = 5.507911390.

Por lo tanto, H∗ < HM . Así que la intersección de A2(H) y
A3(H) ocurre a la izquierda del máximo de A3(H).

Finalmente, se mostrará un ejemplo en el que el la inter-
sección de A2(H) y A3(H) ocurre a la derecha del máximo
de A3(H). Para este propósito, se considera que c = 0.1 y
a = 8.44. Para este nuevo valor de c, a∗ = 4.44. Los demás
valores de los parámetros son los mismo que los usados para
simular el escenario dado en la Figura 4. En este caso, los
puntos de equilibrio están dados por

E0 = (0,0,0),E1 = (42.22,0,0),E2 = (0,100,0).

El equilibrio en que una población es excluida está dado por

E4 = (0,11.11,44.44).

El equilibrio de coexistencia de las tres especies es

E5 = (162.09,20.11625128,80.46).

Figura 4: Soluciones del modelo muestran que las tres especies
pueden coexistir. Note que soluciones del modelo con diferentes

condiciones iniciales convergen al equilibrio E4.

Figura 5: Soluciones del modelo propuesto muestran que las tres
especies pueden coexistir. Note que soluciones del modelo con

diferentes condiciones iniciales convergen al equilibrio E4.

DISCUSIÓN

Actualmente las actividades humanas están expandiéndo-
se en los ecosistemas terrestres y marinos, lo cual puede ser
catastrófico para ellos. Si bien se han realizado modelos don-
de se tienen en cuenta factores como la industrialización en
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bosques, los efectos negativos del turismo en ecosistemas y
en las especies que habitan en ellos, e incluso modelos que
analizan la dinámica de arrecifes de coral en presencia de
actividades pesqueras, no existen muchos trabajos que anali-
cen efectos humanos en ecosistemas marinos. En este trabajo
se propuso un modelo matemático que describe la interac-
ción entre algas, peces herbívoros y efectos antropogénicos
en ecosistemas marinos. El análisis de existencia y estabili-
dad de puntos de equilibrio del modelo dado por (8) permite
concluir los siguientes resultados:

• La extinción de las tres poblaciones es prácticamente
imposible (el punto E0 es inestable para todos los valo-
res de los parámetros).

• Escenarios en los que solamente existan algas o sola-
mente existan peces herbívoros no puede ocurrir (los
puntos E1 y E2 son inestables para todos los valores de
los parámetros).

• Un escenario en el que coexistan solamente algas y pe-
ces no puede ocurrir ya que el punto E3 es inestable para
todos los valores de los parámetros.

• Un escenario en que las algas son excluidas y los peces
junto con las actividades humanas persisten es posible.
Esto ocurre ya que E4 es localmente asintóticamente es-
table bajo algunas condiciones específicas sobre los pa-
rámetros del modelo.

• Un escenario de coexistencia entre las tres especies es
posible. Esto se concluye de que bajo ciertas condicio-
nes sobre los parámetros del modelo el equilibrio E5 es
localmente asintóticamente estable.

Con estos resultados resulta necesario observar la condición
necesaria para la existencia de E5 y la inestabilidad de E4
dada por a∗ = n jd

c j+ f g .
Al tener en consideración que la existencia y estabilidad de

los puntos E4 y E5 depende de si a es mayor, menor o igual
que a∗, resultó útil ocupar la teoría de la variedad central y
formas normales para poder obtener condiciones necesarias
para la existencia y estabilidad del punto E5. Al analizar la
configuración de las funciones A2(H) y A3(H) dadas en la
Figura 1 se observa lo siguiente.

• Si existe un equilibrio en coexistencia (a > a∗) y
A′

2(0) > 0, entonces para que la población de algas de-
crezca o se extinga es necesario que el control de las
actividades antropogénicas sea tan estricto que el equi-
librio ocurra a la derecha del máximo de A2(H); ver Fi-
gura 1, incisos (a), (b) y (c).

• Si existe un equilibrio en coexistencia (a > a∗) y
A′

2(0) < 0, entonces la población de algas decrece para
cualquier intensidad del control de las actividades antro-
pogénicas, llegando a la extinción para un control sufi-
cientemente estricto; ver Figura 1, incisos (d), (e) y (f).

El análisis del modelo propuesto muestra que las actividades
antropogénicas juegan un papel fundamental en el control o
erradicación de la población de algas, las cuales al crecer pro-
ducen efectos negativos en los ecosistemas marinos. Si bien,
las actividades turísticas son importantes para el desarrollo
de comunidades humanas, tener claridad sobre sus efectos
en la poblaciones de algas y peces herbívoros es fundamental
en cuestiones de biodiversidad ya que estas afectan algunos
atractivos turísticos.
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